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为 了 实现 我 国 的 四 个 现代 化 ,我 们 不 但 要 学 习 和 掌握 先进 的 科学 技术 ,而 且 要 学 习 和 
掌握 现代 化 的 科学 管理 方法 。 近 几 年 来 ,我 们 从 管理 实践 中 更 加 认识 到 ,由 于 计划 和 管理 
不 当 , 在 时 间 、 人 力 、 物 力 和 资金 等 方面 造成 了 很 大 的 浪费 ,从 而 给 我 国 的 经 济 建设 之 来 严 
重 损失 。 为 了 适应 现代 化 管理 的 需要 ,最 近 几 年 在 我 国 许多 工科 院 校 中 ,相继 建立 了 一 些 
工业 经 济 工商 管理 或 系统 工程 等 系 或 专业 ,并 且 都 开设 了 运筹 学 的 课程 。 

运 大 学 是 近 40 年 来 发 展 起 来 的 一 门 新 兴学 科 。 它 的 目的 是 为 行政 管理 人 员 在 做 决 
策 时 提供 科学 的 依据 。 因 此 , 它 是 实现 管理 现代 化 的 有 力 工 具 。 运 筹 学 在 生产 管理 .工程 
技术 .车 事 作战 、 科 学 试验 .财政 经 济 以 及 社会 科学 中 都 得 到 了 极为 广泛 的 应 用 。 

应 用 运 每 学 去 处 理 问题 时 ,有 两 个 重要 的 特点 : 一 是 从 全 局 的 观点 出 发 ; 二 是 通过 
建立 模型 ,如 数学 模型 或 模拟 模型 ,对 于 需要 求解 的 问题 给 出 最 合理 的 决策 。 在 建立 模型 
和 求解 的 过 程 中 ,往往 要 用 到 一 些 数 学 方法 和 技巧 。 因 此 ,许多 运筹 学 工作 者 ,特别 是 中 
国 的 运筹 学 工作 者 ,往往 都 来 自 数 学 专业 。 由 于 这 个 原因 ,目前 国内 流行 的 有 关 运 筹 学 的 
教科 书 ,多 半 偏 重 于 数学 方法 的 论证 ,对 于 解决 实际 问题 时 所 需要 的 建立 模型 的 概念 与 解 
题 的 技巧 不 够 重视 。 这 种 情 襄 不 太 适 家 于 工科 降 校 学 生 的 需要 。 本 书 是 专 为 工科 院 校 的 
经 济 管理 专业 的 学 生 编 写 的 。 内 容 上 力求 深入 浅 出 ,文字 通俗 易 慌 , 方 法 上 着 重 于 思路 和 
几何 的 直观 解释 ,并 尽量 结合 经 济 管理 专业 列举 一 些 实 例 。 

本 书 是 在 较 短 时 间 内 完成 的 ,作为 第 一 次 尝试 编写 一 本 适宜 于 工科 院 校 的 运筹 学 教 
科 书 ,无 疑 对 我 国运 筹 学 教学 以 及 促进 运筹 学 的 人 研究 者 将 是 有 意义 的 。 


中 国 数学 会 运筹 学 会 许 国 志 桂 湘 云 
1981.9 


2010 年 12 月 12 日 在 三 亚 《 运 筹 学 ?第 3 版 的 老 作 者 们 举行 了 一 次 聚会 ,出 席 者 有 
钱 颁 迪 、 郭 焰 烛 、 顾 基 发 . 甘 应 爱 、 胡 运 权 、 李 梅生 和 陈 秉 正 ， 

与 会 者 热烈 认真 讨论 了 如 何 修改 ¢ 运 筹 学 第 3 版 的 议题 , 并 获得 共识 : 

1. 第 4 版 的 修改 原则 。 wh Sy 要 保持 本 书 已 形成 的 风格 ; 要 保持 原 书 框架 
结构 和 体系 , 书 的 读者 对 象 不 变 ; 章节 之 间 调 整 按 有 增 有 减 办 法 处 理 ; 要 与 时 俱 进 ,要 适 
当 体 现 当 下 的 管理 理念 等 。 

2. 这 次 修改 的 总 要 求 : 消除 概念 的 文字 的 、 计 算 的 .印刷 的 错误 ; 更 换 不 合适 的 例 
子 ; 精炼 文字 ,表述 要 正确 ,要 经 得 起 推敲 。 

3. 这 次 修改 以 原作 者 为 主 , 根 据 各 作者 健康 状况 ,量力 而 行 ; 并 且 议 论 了 今后 "接力 
棒 ? 修 改 模式 问题 ; 先 在 第 4 版 的 修改 时 吸收 个 别 新 成 员 参 加 。 

4. 李 梅 生 邀 请 邓 成 标 负 责 修改 他 那 部 分 书稿 ; 杜 纲 负责 修改 李 维 铮 那 部 分 书稿 。 

， 充实 绪论 部 分 内 容 ; 补充 线性 规划 部 分 内 容 : 建立 线性 规划 问题 模型 的 三 个 重要 
本 对 影子 价格 的 经 济 意 义 作 了 较 全 面 的 修改 等 。 

6. 大 家 回顾 了 本 教材 从 1980 年 开始 建立 起 彼此 之 间 的 合作 和 友谊 ,并 获得 清华 
大 学 出 版 社 的 持久 支持 ,同时 深 深 怀念 已 故 老 作 者 李 德 . 李 维 铮 .、 郑 大 本 所 做 出 的 

7. 感谢 多 年 来 广大 读者 和 老师 们 对 本 教材 的 关心 和 支持 ,特别 感谢 东北 大 学 工商 管 
理学 院 张 川 老师 ,同济 大 学 王 明 照 老师 对 本 教材 的 修改 提出 的 具体 意见 。 

a 修订 的 作者 为 : 
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1 运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


i 钱 颁 迪 、 顾 基 发 
A 郭 净 煌 (西南 交通 大 学 ) 


在 (运筹 学 ;第 4 版 顺利 出 版 之 后 ,为 适应 大 学 本 科教 学 的 需要 ,又 在 其 基础 上 做 了 局 
部 调整 与 修订 而 完成 了 这 部 本 科 版 教材 。 
本 书 如 有 不 妥 之 处 , 敬 请 广大 读者 批评 指正 ， 
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1.1 运筹 学 的 简 史 


运筹 学 作为 科学 名 字 出 现在 20 世纪 30 年 代 末 。 当 时 英 . 美 对 付 德国 的 空袭 , 埋 达 作 
为 防空 系统 的 一 部 分 ,从 技术 上 是 可 行 的 ,但 实际 运用 时 却 并 不 好 用 。 为 此 一 些 科 学 家 研 
究 如 何 合 理 运 用 雷达 开始 进行 一 类 新 问题 的 研究 。 因 为 它 与 研究 技术 问题 不 同 , 就 称 之 

运筹 学 的 更 文 名 词 operational research 是 英国 人 最 早 在 20 世纪 30 年 代 末 提出 来 
的 ,很 快 美国 也 跟 上 ,但 用 了 operations research ,它们 英文 和 商 写 都 是 OR。 我 国 在 1956 
年 曾 用 过 运用 学 的 名 词 , 到 1957 年 正式 定名 为 运筹 学 。 为 了 进行 运筹 学 人 斌 究 ,在 英 、 美 的 
车 队 中 成 立 了 一 些 专门 小 组 ,开展 了 护航 舰队 保护 商船 队 的 编队 问题 和 当 船 队 遭 受 德 国 
淤 艇 攻击 时 ,如 何 使 鹏 队 损 失 最 少 的 问题 的 人 研究。 研究 了 反光 深 水 炸弹 的 合理 爆炸 浴 度 
后 ,使 德国 潜艇 被 摧毁 数 增 加 到 400%; 研究 了 船只 在 受 敌 机 攻击 时 ,提出 了 大 船 应 急速 
转向 和 小 船 应 缓慢 转向 的 逃避 方法 。 研 究 结 果 使 船只 在 受 敌 机 攻击 时 ,中 弹 数 由 47% 降 
到 292 。 当 时 研究 和 解决 的 问题 都 是 短期 的 和 战术 性 的 。 第 二 次 世界 大 战 后 在 英 .美军 
队 中 相继 成 立 了 更 为 正式 的 运筹 研究 组 织 。 

由 于 这 门 学 问 当 时 与 军事 有 关 , 因 此 有 些 内 容 处 于 保密 状态 。 很 多 年 以 后 ,到 20 世 
纪 40 年 代 末 50 年 代 初 ,其 中 一 些 与 军事 密切 相关 的 内 容 才 逐渐 公开 出 来 ,其 中 葛 尔 斯 
(P. M. Morse ) 与 金 博 尔 (G. E. Kimball) 1951 年 出 版 的 《运筹 学 方法 》(Methods of 
Operations Research ) 一 书 可 以 作为 那 段 时 期 重要 工作 的 总 结 。 后 来 以 兰 德 公司 
(RAND) 为 首 的 一 些 部 门 开始 肴 重 人 研究 战略 性 问题 .未 来 的 武 硕 系统 的 设计 和 其 可 能 合 
理 运 用 的 方法 。 例 如 为 美国 空军 评价 各 种 各 炸 机 系统 ,讨论 了 未 来 的 武 带 系统 和 未 来 战 
委 的 战略 。 他 们 还 研究 了 苏联 的 车 事 能 力 及 未 来 的 预报 ,分 析 办 联 政治 局 计划 的 行动 原 
则 和 将 来 的 行动 预测 。 到 20 世纪 50 年 代 , 由 于 开发 了 各 种 洲际 导弹 ,到 底 发 展 哪 种 导 
弹 , 运 宕 学 界 也 参与 了 争论 。 兰 德 公 司 接 看 提出 了 系统 分 析 (systems analysis，SA) 的 名 
词 及 其 相应 技术 和 方法 ,其 应 用 开始 更 但 重 于 战略 方面 。 他 们 参与 了 战略 力量 的 构成 和 
数量 问题 研究 。 除 车 事 方面 的 应 用 人 研究 以 外 ,相继 在 工业 农业、 经 济 和 社会 问题 等 各 领 
域 都 有 应 用 ,后 来 也 有 人 把 这 两 个 词 放 在 一 起 叫 SA7VOR。 与 此 同时 , 运 短 数学 有 了 发 快 
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的 发 展 , 并 形成 了 运 每 学 的 许多 分 文 。 如 数学 规划 (线性 规划 . 非 线 性 规则 .整数 规划 、 目 
标 规 划 .动态 规划 .随机 规划 等 )、 图 论 与 网 络 、 排 队 论 (随机 服务 系统 理论 ) .存储 论 、 对 穆 
论 ,决策 论 .维修 更 新 理论 .搜索 论 .可 蚕 性 和 质量 管理 等 。 作 为 运筹 学 的 早期 工作 其 历史 
可 追溯 到 1914 年 ,车 事 运 筹 学 中 的 兰 彻 斯 特 (Lanchester) 战 斗 方程 是 在 1914 年 提出 的 。 
排队 论 的 先驱 者 丹麦 工程 师 爱 尔 明 (Erlang)1917 年 在 哥本哈根 电话 公司 研究 电话 通信 
系统 时 ,提出 了 排队 论 的 一 些 普 名 公式 。 存 储 论 的 最 优 批 量 公 式 是 在 20 世纪 20 年 代 初 
提出 的 。 在 商业 方面 列 温 逊 在 20 世纪 30 年 代 已 用 运筹 思想 分 析 商 业 广 告 . 顾客 心 理 。 
线性 规划 是 由 丹 捷 格 (G. B. Dantzig) 在 1947 年 发 表 的 成 果 。 所 解决 的 问题 是 美国 制定 
空军 军事 规划 时 提出 的 ,并 提出 了 求解 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 。 而 早 在 1939 年 苏联 学 
者 康 托 洛 维 奇 (JI. B. KaaropoBgrd) 在 解雇 工业 生产 组 织 和 计划 问题 时 ,已 提出 了 类 似 线 性 
规划 的 模型 ,并 给 出 了 “ 解 乘 数 法 ”的 求解 方法 。 由 于 当时 未 被 领导 重视 ,直到 1960 年 康 
托 沿 维 奇 再 次 发 表 了 《最 佳 资 源 利用 的 经 济 计算 ) 一 书后 , 才 受 到 国内 外 的 一 致 重视 。 为 
此 康 托 洛 维 奇 得 到 了 谍 贝 尔 奖 。 值 得 一 提 的 是 丹 捷 格 认为 线性 规划 模型 的 提出 是 受到 了 
列 昂 节 夫 的 投入 产 出 模型 (1932 年 ) 的 影响 ; 后 来 列 昂 市 夫 的 投入 产 出 模型 也 得 到 了 诸 
由 尔 奖 。 关 于 线性 规划 的 理论 是 受到 了 汝 ， 请 依 曼 (Von Neumann) 的 帮助 。 汉 ， 请 依 
曼 和 摩根 斯 特 恩 (O. Morgenstern) 合 着 的 《 博 价 论 与 经 济 行为 (1944 年 ) 是 对 策 论 的 况 基 
作 , 同 时 该 书 已 隐约 地 指出 了 对 宋 论 与 线性 规划 对 侦 理 论 的 紧密 联系 。 线 性 规划 提出 后 
很 快 受到 经 济 学 家 的 重视 ,如 在 第 二 次 世界 大 战 中 从 事 运 输 模 型 研究 的 美国 经 济 学 家 库 
普 曼 斯 (IT.C. Koopmans) ,他 很 快 看 到 了 线性 规划 在 经 济 中 应 用 的 意义 ,并 呼吁 年 轻 的 经 
济 学 家 要 关注 线性 规划 。 库 普 曼 斯 在 1975 年 获 请 贝尔 经 济 奖 。 其 中 阿 罗 、 防 诬 尔 逊 、 西 
壹 、 多 夫 曼 和 胡 尔 威 次 年 都 获得 了 话 由 尔 奖 ,并 在 运筹 学 菜 些 领 域 中 发 挥 过 重要 作用 。 我 
们 初步 统计 了 到 2007 年 为 止 共有 19 个 详 贝 尔 奖 获得 者 的 研究 与 运筹 学 有 关 。 回 顾 一 下 
最 早 投入 运筹 学 领域 工作 的 诡 贝 尔 奖 获得 者 .美国 物理 学 家 对 拉 山 特 (Blackett) 领导 的 
第 一 个 以 运筹 学 命名 的 小 组 是 有 意义 的 。 由 于 该 小 组 的 成 员 复 杂 ,人们 戏称 它 为 勃 拉动 
村 马戏 团 ,其 实 是 一 个 由 各 方面 专家 组 成 的 交叉 学 科 小 组 。 从 以 上 简 史 可 见 ,为 运 天 学 的 
建立 和 发 展 作 出 贡献 的 有 物理 学 家 经 济 学 家 、 数 学 家 、 其 他 专业 的 学 者 、 军 官 和 各 行业 的 
实际 工作 者 。 

最 早 建立 运筹 学 会 的 国家 是 英国 (1948 年 ) ,接着 是 美国 (1952 年 ) 法国 (1956 年 )、 
日 本 和 印度 (1957 年 ) 等 。 到 2005 年 为 止 , 国 际 上 已 有 48 个 国家 和 地 区 建立 了 运筹 学 会 
或 类 似 的 组 织 。 我 国 的 运筹 学 会 成 立 在 1980 年 。1959 年 由 英美 ,法 三 国 的 运筹 学 会 发 
起 成 立 了 国际 运筹 学 联合 会 (LIFORS) ,以 后 各 国 的 运筹 学 会 纷纷 加 入 ,我国 于 1982 年 加 
人 该 会 。 此 外 还 有 一 些 地 区 性 组 织 ,如 欧洲 运筹 学 协会 (EURO) 成 立 于 1975 年 ,亚太 运 
筹 学 协会 (APORS) 成 立 于 1985 年 。 

20 世纪 50 年 代 中 期 , 钱 学 条 . 许 国志 等 教授 将 运筹 学 由 西方 引 和 人 我 国 ,并 结合 我 国 
的 特点 在 国内 推广 应 用 。 


他 们 最 早 在 中 国 科 学 院 力学 所 建立 了 运筹 室 , 在 运筹 学 多 个 领域 开展 研究 和 应 用 工 
作 , 其 中 在 经 济 数学 方面 ,特别 是 投入 产 出 表 的 研究 和 应 用 开展 较 早 。 质 量 控制 (后 改 为 
质量 管理 ) 的 应 用 也 有 特色 。 在 此 期 间 以 华罗庚 教授 为 首 的 一 大 批 数 学 家 加 和 到 运筹 学 
的 研究 队伍 ,在 中 国 科 学 院 数学 所 也 建立 了 运筹 室 ,使 运筹 数学 的 很 多 分 文 很 快 跟 上 当时 
的 国际 水 平 。 


1.2 运筹 学 的 性 质 和 特点 


运 短 学 是 一 门 应 用 科学 ,至今 还 没有 统一 且 确 切 的 定义 。 提 出 以 下 几 个 定义 来 说 明 

yo 更 斯 (P. M. Morse) 和 人 金 博 尔 (G. E. Kimball) 曾 对 运筹 学 下 的 和 定 
:“ 为 决策 机 构 在 对 其 控制 下 业务 活动 进行 决策 时 ,提供 以 数量 化 为 基础 的 科学 方 

.» 它 首先 强调 的 是 :科学 方法 ,这 含义 不 单 是 某 种 研究 方法 的 分 散 和 侦 然 的 应 用 ,而 是 可 
用 于 整个 一 类 问题 上 ,并 能 传授 和 有 组 织 的 活动 。 它 强调 以 量化 为 基础 ,必然 要 用 数学 。 
但 任何 决策 都 包含 定量 和 定性 两 方面 ,而 定性 方面 又 不 能 简单 地 用 数学 表示 ,如 政治 、 社 
会 等 因素 ,只 有 综合 多 种 因素 的 决策 才 是 全 面 的 。 运 筹 学 工作 者 的 职责 是 为 决策 者 提供 
可 以 量化 方面 的 分 析 , 指 出 那些 定性 因素 的 力度 。 为 一 定义 是 :“ 运 筹 学 是 一 门 应 用 科 
学 , 它 广 泛 应 用 现 有 的 科学 技术 知识 和 数学 方法 ,解决 实际 中 提出 的 专门 问题 ,为 决策 者 
i cd "这 定义 表明 运筹 学 具有 多 学 科 交 叉 的 特点 ,如 丝 合 运用 经 
济 学 .心理 学 .物理 学 .化 学 中 的 一 些 方法 。 运 等 学 是 强调 最 优 决 策 ， 最 ”是 过 分 理想 了 ， 
在 实际 生活 中 往往 用 次 优 .满意 等 概念 代 答 最 优 。 因 此 ,运筹 学 的 又 一 定义 是 :“ 运 筹 学 
是 一 种 给 出 问题 坏 的 答案 的 艺术 ,否则 的 话 问题 的 结 果 会 更 坏 。” 

为 了 有 效 地 应 用 运筹 学 ,前 英国 运筹 学 学 会 会 长 托 姆 林 条 提 出 六 条 原则 : 

(1) 合伙 原则 。 是 指 运筹 学 工作 者 要 和 各 方面 人 ,尤其 是 同 实际 部 门 工 作者 合作 。 

(2) 催化 原则 。 在 多 学 科 共 同 解决 某 问题 时 ,要 引导 人 们 改变 一 些 常规 的 看 法 。 

(3) 互相 渗透 原则 。 要 求 多 部 门 彼此 渗透 地 考虑 问题 ,而 不 是 只 局 限于 本 部 门 。 

(4) 独立 原则 。 在 研究 问题 时 ,不 应 受 某 人 或 东部 门 的 特殊 政策 所 左右 ,应 独立 从 事 


(5) 宽容 原则 。 解 决 问题 的 思路 要 宽 , 方 法 要 多 ,而 不 是 局 限于 某 种 特定 的 方法 。 
(6) 平衡 原则 。 要 考虑 各 种 逆 盾 的 平衡 ,关系 的 平衡 。 


1.3 运筹 学 的 工作 步骤 


运 完 学 在 解决 大量 实际 问题 过 程 中 形成 了 目 己 的 工作 步骤 。 
(1) 提出 和 形成 问题 。 即 要 弄 清 问题 的 目标 ,可 能 的 约束 ,问题 的 可 控 变 量 以 及 有 关 
参数 ,搜集 有 关 资 料 ; 
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(2) 建立 模型 。 即 把 问题 中 可 控 变 量 .参数 和 目标 与 约束 之 间 的 关系 用 一 定 的 模型 
表示 出 来 ; 

(3) 求解 。 用 各 种 手段 (主要 是 数学 方法 ,也 可 用 其 他 方法 ) 将 模型 求解 。 解 可 以 是 
最 优 解 .次 优 解 满意 解 。 复 杂 模 型 的 求解 需 用 计算 机 , 解 的 精度 要 求 可 由 决策 者 提出 : 

(4) 解 的 检验 。 首 先 检查 求解 步骤 和 程序 有 无 错误 ,然后 检查 解 是 否 反 映 现实 问题 ; 

(5) 解 的 控制 。 通 过 控制 解 的 变化 过 程 决 定 对 解 是 否 要 作 一 定 的 改变 ; 

(6) 解 的 实施 。 是 指 将 解 用 到 实际 中 必须 考虑 到 实施 的 问题 ,如 向 实际 部 门 讲 清 解 
的 用 法 ,在 实施 中 可 能 产生 的 问题 和 修改 。 

以 上 过 程 应 反复 进行 。 


1.4 运筹 学 的 模型 


运筹 学 在 解决 问题 时 , 按 研 究 对 象 不 同 可 构造 各 种 不 同 的 模型 。 模 型 是 研究 者 对 客 
观 现实 经 过 思维 抽象 后 用 文字 、 图 表 、 符 号 、 apron 所 认识 到 的 客观 对 
象 。 模 型 的 有 关 参 数 和 关系 式 是 较 容易 改变 的 ,这 样 有 助 于 问题 的 分 析 和 研究 。 利 用 模 
型 可 以 进行 一 定 预测 .灵敏 度 分 析 等 。 

阿 可 夫 等 对 运筹 学 的 模型 分 类 构 模 每 有 较 完整 的 描述 。 

模型 有 三 种 基本 形式 : 中 形象 模型 ; 外 模 拟 模 型 ; (3) 符 号 或 数学 模型 。 目 前 用 得 最 
多 的 是 符号 或 数学 模型 。 构 造 模 型 是 一 种 创造 性 劳动 ,成 功 的 模型 往往 是 科学 和 艺术 的 
结晶 , 构 模 的 方法 和 思路 有 以 下 五 种 : 

(1) 直接 分 析 法 。 按 研究 者 对 问题 内 在 机 理 的 认识 直接 构造 出 模型 。 运 筹 学 中 已 有 

不 少 现存 的 模型 ,如 线性 规划 模型 .投入 产 出 模型 .排队 模型 .存储 模型 .决策 和 对 策 模 型 

等 。 这 些 模型 都 有 很 好 的 求解 方法 及 求解 的 软件 ,但 用 这 些 现存 的 模型 研究 问题 时 ,要 注 
意 不 能 生 搬 硬 套 。 

(2) 类 比 法 。 有 些 问 题 可 以 用 不 同方 法 构造 出 模型 ,而 这 些 模 型 的 结构 性 质 是 类 同 
的 ,这 就 可 以 互相 类 比 。 如 物理 学 中 的 机 械 系 统 、 气 体 动 力学 系统 、 水 力学 系统 、 热 力学 系 
统 及 电路 系统 之 间 就 有 不 少 彼此 类 同 的 现象 。 甚 至 有 些 经 济 系统 .社会 系统 也 可 以 用 物 
理 系 统 来 类 比 。 在 分 析 一 些 经 济 .社会 问题 时 ,不 同 国家 之 间 有 时 也 可 以 找 出 某 些 类 比 的 
现象 。 

(3) 数据 分 析 法 。 对 有 些 问题 的 机 理 尚 未 了 解 清楚 ,各 能 搜集 到 与 此 问题 密切 相关 
的 大 量 数据 ,或 通过 某 些 试验 获得 大 量 数 据 , 这 样 可 以 运用 统计 分 析 法 建 模 。 

(4) 试验 分 析 法 。 当 有 些 问题 的 机 理 不 清 , 又 不 能 做 大 量 试验 来 获得 数据 ,这 时 只 能 
通过 做 局 部 试验 的 数据 加 上 分 析 来 构造 模型 。 

(5) 想 定 (构想 ) 法 (scenario)。 当 有 些 问 题 的 机 理 不 清 , 又 缺少 数据 ,又 不 能 做 试验 
来 获得 数据 时 ,例如 一 些 社 会 .经 济 、 军事 问题 ,人 们 只 能 在 已 有 的 知识 、 经验 和 某 些 研究 


的 基础 上 ,对 于 将 来 可 能 发 生 的 情况 给 出 合乎 逻辑 的 设想 和 描述 。 然 后 运用 已 有 的 方法 
构造 模型 ,并 不 断 修正 完善 ,直至 比较 满意 为 止 。 在 人 研究 社会 问题 时 ,国内 外 有 人 提出 人 
工 社会 的 构思 , 与 这 条 建 模 思路 有 相似 之 处 ,人 们 可 以 利用 计算 机 先 在 人 工 社会 中 进行 
大 量 的 计算 机 试验 ,然后 在 真实 社会 得 到 验证 ,或 者 通过 人 工 社会 获得 在 其 实 社会 一 时 未 
能 预知 的 方案 和 结果 。 

模型 的 一 般 数 学 形式 可 用 下 列表 达 式 描述 : 

目标 的 评价 准则 U= f(zxi, yj,&) 


式 中 : z， 可 控 变 量 ，; 
yj 一 一 已 知 参 数 ，; 


人 一 一 随机 因 系 。 

目标 的 评价 准则 一 般 要 求 达 到 最 佳 (最 大 或 最 小 ) .适中 ,满意 等 。 准 则 可 以 是 单一 
的 ,也 可 是 多 个 的 。 约 束 条 件 可 以 没有 ,也 可 有 多 个 。 当 g 是 等 式 时 , 即 为 平衡 条 件 。 当 
模型 中 无 随机 因 双 时 , 称 它 为 确定 性 模型 ,否则 为 随机 模型 。 随 机 模型 的 评价 准则 可 用 期 
望 值 ,也 可 用 方差 ,还 可 用 菏 种 概率 分 布 来 表示 。 当 可 探 变量 只 取 离 散 值 时 , 称 为 离 获 模 
型 ,否则 称 为 连续 模型 。 也 可 按 使 用 的 数学 工具 将 模型 分 为 代数 方程 模型 微分 方程 模 
型 .概率 统计 模型 逻辑 模型 等 。 奢 用 求解 方法 来 命名 时 ,有 下 接 最 优化 模型 数 子 模拟 模 
型 .局 发 式 模型 。 也 有 按 用 途 来 命名 的 ,如 分 配 模型 .运输 模型 .更 新 模型 .排队 模型 .存储 
模型 等 。 还 可 以 用 人 研究 对 象 来 命名 ,如 能 源 模 型 .教育 模型 .军事 对 末 模 型 、 宏 观 经 济 


1.5 运筹 学 的 应 用 


在 介绍 运筹 学 的 简 史 时 ,已 提 到 了 运筹 学 在 早期 的 应 用 ,主要 在 军事 领域 。 第 二 次 世 
界 大 战 后 运筹 学 的 应 用 转向 民用 ,这 里 只 能 对 某 些 重要 领域 给 予 简 述 。 

(1) 市 场 销售 。 主 要 应 用 在 广告 预算 和 媒介 的 选择 、 竞 争 性 定价 .新 产品 开发 .销售 
计划 的 制订 等 方面 。 如 美国 杜邦 公司 在 20 世纪 50 年 代 起 就 非常 重视 将 运筹 学 用 于 研究 
如 何 做 好 广告 工作 ,产品 定价 和 新 产品 的 引入 。 通 用 电气 公司 对 某 些 市 场 进行 模拟 研究 

(2) 生产 计划 。 在 总 体 计划 方面 主要 用 于 总 体 确定 生产 、 存 储 和 劳动 力 的 配合 等 计 
划 , 以 适应 波动 的 需求 计划 ,用 线性 规划 和 模拟 方法 等 。 如 巴基斯坦 某 一 重型 制造 厂 用 线 
性 规划 安排 生产 计划 ,节省 10% 的 生产 费用 。 还 可 用 于 生产 作业 计划 日程 表 的 编排 等 。 
此 外 ,还 有 在 合理 下 料 .配料 问题 ,物料 管理 等 方面 的 应 用 。 

(3) 库存 管理 。 主 要 应 用 于 多 种 物资 库存 量 的 管理 ,确定 某 些 设备 的 能 力 或 容量 ,如 
停车 场 的 大 小 、 新 增发 电 设备 的 容量 大 小 、 电 子 计算 机 的 内 存量 、 合 理 的 水 库容 量 等 。 美 
国 某 机 器 制造 公司 应 用 存储 论 后 ,节省 18% 的 费用 。 目 前 国外 新 动向 是 将 库存 理论 与 计 
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算 机 的 物资 管理 信息 系统 相 结 合 。 如 美国 西 电 公司 ,从 1971 年 起 用 5 年 时 间 建 立 了 “ 西 
电 物 资 绾 理 系 统 ”, 使 公司 方 省 大量 物资 存储 费用 和 运费 ,而 且 减 少 了 管理 人 员 ， 

(4) 运输 问题 。 这 涉及 空运 ,水 运 、 公 路 运输 ,铁路 运输 ,管道 运输 、 厂 内 运输 。 空 运 
问题 涉及 飞行 航班 和 飞行 机 组 人 员 服 务 时 间 安 排 等 。 为 此 在 国际 运筹 学 协会 中 设 有 航空 
组 ,专门 研究 空运 中 的 运 短 学 问题 。 水 运 有 船 躺 航运 计划 ,港口 闻 番 设备 的 配置 和 船 到 港 
后 的 运行 安排 。 公 路 运输 除了 汽车 调度 计划 外 ,还 有 公路 网 的 设计 和 分 析 , 市 内 公共 汽车 
路 线 的 选择 和 行车 时 刻 表 的 安排 ,出 租 汽车 的 调度 和 停车 场 的 设立 。 铁 路 运输 方面 的 应 
用 就 更 多 了 。 

(5) 财政 和 会 计 。 这 里 涉及 预算 、 贷 款 、 成 本 分 析 、 定 价 、 投 资 \ 证 券 管理 ,现金 管理 
等 。 用 得 较 多 的 方法 是 统计 分 析 、 数 学 规划 决策 分 析 。 此 外 还 有 和 鳃 亏 点 分 析 法 、 价 值 分 

(6) 人 事 管 理 。 这 里 涉及 六 个 方面 ,第 一 是 人 员 的 获得 和 需求 估计 ; 第 二 是 人 才 的 
开发 , 即 进 行 教育 和 训练 ; 第 三 是 人 员 的 分 配 , 主 要 是 各 种 指派 问题 ; 第 四 是 各 类 人 员 的 
合理 利用 问题 ; 第 五 是 人 才 的 评价 ,其 中 有 如 何 测定 一 个 人 对 组 织 .社会 的 贡献 ; 第 六 是 
工资 和 津贴 的 确定 等 。 

(7) 设备 维修 .更 新 和 可 徘 性 .项目 选择 和 评价 。 

(8) 工程 的 优化 设计 。 这 在 建筑 .电子 .光学 .机械 和 化 工 等 领域 都 有 应 用 。 

(9) 计算 机 和 信息 系统 。 可 将 运筹 学 用 于 计算 机 的 内 存 分 配 , 研 究 不 同 排队 规则 对 
磁盘 工作 性 能 的 影响 。 有 人 利用 整数 规划 寻找 满足 一 组 需求 文件 的 寻找 次 序 ,利用 图 论 、 
数学 规划 等 方法 研究 计算 机 信息 系统 的 自动 设计 。 

(10) 城市 管理 。 这 里 有 各 种 紧急 服务 系统 的 设计 和 运用 ,如 救火 站 救护 车 .警车 等 
分 布点 的 设立 。 美 国 曾 用 排队 论 方法 来 确定 纽约 市 紧急 电话 站 的 值班 人 数 。 加 拿 大 曾 研 
究 一 城市 的 警车 的 配置 和 负责 范围 ,出 事故 后 警车 应 走 的 路 线 等 。 此 外 有 城市 垃圾 的 清 
扫 搬运 和 处 理 ; 城市 供水 和 污水 处 理 系 统 的 规划 等 。 

值得 提出 的 是 应 用 方面 新 的 动 癌 ,例如 ,存储 理论 的 应 用 已 经 从 车 间 、 工 三 规模 转 辐 
整个 从 用 户 .零售 .批发 .中 间 运 输 一 直到 工厂 生产 供应 ,形成 现在 的 供应 链 的 设计 、 管 理 
和 应 用 。 在 武 戎 和 大 型 骤 置 方面 ,不 单 研 究 其 运用 ,更 转 癌 设计 和 规划 等 。 此 外 在 银行 、 
医院 、 经济 . 运输、 信息 系 统 、 电子 商务 和 电子 政务 等 也 都 有 了 新 的 应 用 。 由 于 涉及 面 太 
多 ,我们 只 想 用 美国 运筹 学 和 管理 学 研究 协会 组 织 举 办 的 埃 德 曼 奖 的 几 个 例子 供 大 家 参 
考 。 该 奖 由 世界 著名 的 运 短 和 管理 科学 家 埃 德 曼 CFE. Edelman) 于 1971 年 创立 ,每 年 评 
一 次 , 先 评 出 一 批 候 选 奖 ,然后 选 出 5 一 6 名 提名 奖 ,最 后 从 中 评 出 一 个 最 佳 奖 。 埃 德 曼 奖 
的 评选 原则 包括 : 运筹 学 和 管理 科学 理论 和 方法 的 创新 .应 用 工作 对 企业 创造 的 直接 经 
济 效益 ,以 及 对 社会 和 人 类 生活 所 做 的 积极 贡献 。 

例如 ,2002 年 有 30 多 个 项 目 进 入 了 初评 。 经 过 严格 的 筛选 ,法 国标 致 汽车 公司 、 美 
国 糖果 制造 巨商 玛 氏 公司 .美国 大 陆 航 空 公 司 .德国 Rhenania catalog house、 美国 迅 达 电 


梯 公 司 , 以 及 美国 先 正 达 农 业 企业 得 到 提名 ,并 进入 最 终 决 宫 。 这 6 个 项 目 组 在 经 过 激烈 
的 角逐 后 ,于 刚 领 导 的 项 目 小 组 由 于 在 大 陆 航 空 会 司 等 民用 航空 企业 所 创造 的 实 实在 在 
的 经 济 效益 ,以 及 对 社会 和 人 们 生活 所 做 出 的 贡献 ,成 为 2002 年 度 大 奖 的 获得 者 。 于 刚 
提交 的 项 目 内 容 主 要 是 当 民 航班 机 受到 各 种 干扰 之 后 ,航班 机 组 人 员 如 何以 最 快 的 时 间 
和 最 佳 的 组 合 来 使 航班 恢复 正常 运营 。 他 领导 开发 的 实时 决策 支持 系统 已 在 美国 的 联合 
航空 公司 ,大 陆 航 空 公司 ,西北 航空 公司 和 西南 航空 公司 运行 多 年 。 这 些 系统 在 一 系列 影 
响 航 班 正常 运营 的 重大 事件 时 起 到 了 极 大 的 效果 ,例如 2000 年 12 月 和 2001 年 3 月 的 美 
国 北 部 暴风 雪 ,2001 年 休斯敦 的 大 洪水 ,这 些 对 航班 运营 和 管理 所 造成 的 重大 影响 都 在 
开发 的 系统 的 文 持 下 ,将 损失 降低 到 最 低 程度 。 特 别 是 对 于 2001 年 “9，11” 事 件 所 造成 
的 影响 ,该 系统 为 美国 大 陆 航 空 公 司 挽回 了 至 少 3 000 万 美元 的 损失 。 而 其 在 2001 年 全 
年 为 该 公司 所 创造 的 实际 价值 就 超过 了 6 000 万 美元 。 

下 面 我 们 再 介绍 2008 年 度 的 由 6 个 最 终 提 名 奖 中 选 出 该 年 度 大 奖 获 得 者 集 兰 铁路 
及 其 主要 成 果 。 

所 提出 报 奖项 目 : 答 兰 火车 新 时 刻 表 。 

问题 : 到 2006 年 和 荷兰 的 铁路 从 1970 年 的 80 亿 人 :和 干 米 增加 到 154 亿 人 :和 干 米 。 
在 不 改变 时 刻 表 的 结构 情况 下 要 求 计划 有 更 多 更 长 的 火车 发 出 。2006 年 街 兰 铁路 要 求 
开发 一 个 新 的 时 刻 表 。 

运筹 学 解决 方法 ; 构建 了 一 个 改进 的 、 循 环 的 时 刻 表 , 它 每 一 小 时 可 以 重复 。 构 造 这 
样 的 时 刻 表 需要 求解 一 个 复杂 的 组 合 优 化 问题 。 设 计 了 4 个 求解 程序 : 

(1) CADANS 求解 网 络 时 刻 表 问题 ; 

(2) STATIONS 找 出 火车 通过 各 个 站 时 详细 的 路 径 ; 

(3) ROSA 处 理 铁路 车 辆 的 周转 ， 

(4) TURNI 对 乘员 的 时 刻 表 安排 。 

价值 : 从 2007 年 对 旅客 数 进行 全 时 的 记录 。 随 着 最 大 的 时 刻 表 的 改进 旅客 数 增加 
了 10% 一 15%。 在 规定 时 刻 表 的 时 间 内 ， 火 车 准点 到 达 率 ( 指 误 差 在 3 分钟 之 内 ) 从 
2006 年 的 84. 8% 提 高 到 2007 年 的 87.0%”，。 调 查 表明 ,公众 意见 很 快 从 负面 批评 转向 正 

肯定 。 每 年 增加 了 4 000 万 欧元 的 利润 。 在 现 有 网 络 下 还 有 可 能 减少 拥堵 和 污染 。 

我 国运 筹 学 的 应 用 是 在 1957 年 始 于 建筑 业 和 纺织 业 。 在 理论 联系 实际 的 思想 指导 
下 ,从 1958 年 开始 在 交通 运输 .工业 .农业 .水 利 建设 .邮电 等 方面 都 有 应 用 。 尤 其 是 在 运 
省 方面 ,从 物质 调运 、. 交 翻 到 调度 等 。 在 粮食 部 门 为 解 诀 合 理 粮 食 调 运 问 题 ,提出 三 图 上 
作业 法 ”。 我 国 的 运筹 学 工作 者 从 理论 上 证 明了 它 的 科学 性 。 在 解决 邮递 员 合 理 投递 路 
线 时 , 管 梅 谷 提出 了 国外 称 之 为 “中 国 邮 路 问题 ”的 解法 。 在 工业 生产 中 推广 了 合理 下 料 ， 
机 床 负 和 荷 分 配 。 在 纺织 业 中 曾 用 排队 论 方法 解决 细 纱 车 间 劳 动 组 织 ,最 优 折 布 长 度 等 问 
题 。 在 农业 中 研究 了 作业 布局 ,劳力 分 配 和 麦 场 设置 等 。 从 20 世纪 60 年 代 起 我 国 的 运 
筹 学 工作 者 在 钢铁 和 石油 部 门 开 展 较 全 面 的 和 深入 的 应 用 ; 投入 产 出 法 在 钢铁 部 门 首先 
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得 到 应 用 。 从 1965 年 起 统筹 法 的 应 用 在 建筑 业 ,大 型 设备 维修 计划 等 方面 取得 可 喜 的 进 
展 。 从 1970 年 起 在 全 国 大 部 分 省 .市 和 部 门 推广 优选 法 。 其 应 用 范围 有 配方 . 配 比 的 选 
择 、 生 产 工 艺 条 件 的 选择 .工艺 参数 的 确定 、 工 程 设 计 参 数 的 选择 .仪器 仪表 的 调试 等 。 在 
20 世纪 70 年 代 中 期 最 优化 方法 在 工程 设计 界 得 到 广泛 的 重视 。 在 光学 设计 .船舶 设计 
用 机 设计 、 变压器 设计 .电子 线路 设计 、 建 筑 结 构 设 计 和 化 工 过 程 设 计 等 方面 都 有 成 果 。 
从 20 世纪 70 年 代 中 期 排队 论 开 始 应 用 于 研究 矿山 .港口 .电讯 和 计算 机 的 设计 等 方面 。 
图 论 曾 用 于 线路 布置 和 计算 机 的 设计 、 化 学 物品 的 存放 等 。 存 储 论 在 我 国 应 用 较 晚 ,20 
世纪 70 年 代 未 在 汽车 工业 和 其 他 部 门 取 得 成 功 。 近 年 来 运 禾 学 的 应 用 已 趋 癌 研究 规模 
大 和 复 沪 的 问题 ,如 部 门 计划 、 区 域 经 济 规划 等 ; 并 已 与 系统 工程 难以 分 解 。 

国际 运筹 学 联合 会 为 了 表彰 发 展 中 国家 运筹 学 应 用 好 的 项 目 设 立 了 运筹 进展 奖 ， 下 
面 列 举 近年 来 中 国 曾 获 该 奖 的 项 目 。 

(1) 中 国 国家 经 济 信息 系统 的 项 目 评价 系统 (和 章 祥 孙 , 鹤 
1996) 。 

(2) 长 江上 游 生态 经济 发展 的 最 优化 ( 剂 光 中 ., 徐 玖 平等 ,成 都 科技 大 学 ,1996)， 

(3) 中 国 粮食 产量 预测 研究 ( 陈 锡 康 , 潘 晓 明 , 杨 潜 红 ,中 科 院 系统 科学 所 ,1999) 。 

(4) 运筹 学 在 中 国 农业 管理 中 应 用 ( 赵 庆 被 ， sn 范 大 学 , 曲 时 师范 大 学 ,1999) 。 

(5) 北京 公共 交通 区 域 运 党 组 织 模式 的 公共 汽车 运营 总 调度 管理 ( 沈 吟 东 每 ,武汉 科 
技 学 院 ,2005)。 

中 国运 等 学 会 2008 年 颁发 了 中 国运 筹 学 会 首届 科学 技术 奖 , 越 民 义 (中 科 院 应 用 数学 
所 ) 荣 获 首 届 中 国运 筹 学 科学 技术 奖 ,第 二 届 2010 年 祁 力 群 ( 中 国 香港 理工 大 学 ) 获 该 奖项 。 


从 20 世纪 70 年 代 起 西方 运筹 学 工作 者 有 种 种 观点 ， 
至 今 还 未 说 清 。 这 里 提出 某 些 运筹 学 界 的 观点 , 供 研 究 参 考 。 美 国 前 运筹 学 会 主席 邦 特 
(S. Bonder) 认 为 ,运筹 学 应 在 三 个 领域 发 展 : 运筹 学 应 用 .运筹 科学 和 运筹 数学 。 并 强调 
发 展 前 两 者 ,从 整体 讲 应 协调 发 展 。 事 实 上 运筹 数学 到 20 世纪 70 年 代 已 形成 一 系列 强 
有 力 的 分 文 , 数 学 撒 述 相当 完善 ,这 是 一 件 好 事 。 正 是 这 一 点 使 不 少 运 筹 学 界 的 前 奉 认 
为 ,有 些 专 家 销 进 运筹 数学 的 深 人 钼 ,而 忘 控 了 运筹 学 的 原 有 特色 ,忽略 了 多 学 科 的 横 癌 交 
又 联系 和 解决 实际 问题 的 客观 需求 。 近 几 年 来 出 现 一 种 新 的 批评 ,指出 有 些 人 只 迷恋 于 
数学 模型 的 精巧 、 复 淋 化 ,使 用 高 深 的 数学 工具 ,而 不 善于 处 理 面 临 大 量 新 的 不 易 解 决 的 
实际 问题 。 现 代 运 筹 学 工作 者 面临 的 大 量 新 间 题 是 经 济 、 技 术 、 社 会 、 pam 
交叉 在 一 起 的 复杂 系统 。 因 此 ,从 20 世纪 70 年代 末 至 80 平 代 初 不 少 运 震 学 家 提出 : 
大 家 注意 人 猎 究 大 系统 ,注意 与 系统 分 析 相 结合 。 美 国 科 学 院 国际 开发 团 写 了 一 本 书 ， ne 
名 就 把 系统 分 析 和 运筹 学 并 列 。 有 的 运筹 学 家 提出 了 ”要 从 运筹 学 到 系统 分 析 ” 的 报告 。 


晋 川 ,中科院 应 用 数学 所 ， 


由 于 研究 新 闻 题 的 时 间 跨 度 很 长 ,因此 必须 与 未 来 学 紧密 结合 。 由 于 面临 的 问题 大 多 是 
涉及 技术 ,经济 ,社会 ,心理 等 综合 因素 的 研究 ,在 运筹 学 中 除 常 用 的 数学 方法 以 外 ,还 引 
人 一 些 非 数学 的 方法 和 理论 。 曾 在 20 世纪 50 年 代 写 过 《 运 毒 学 的 数学 方法 》 的 美国 运筹 
学 家 沙 旦 (T.L. Saaty) ,他 在 20 世纪 70 年 代 末 提出 了 层次 分 析 法 (AHP) ,并 认为 过 去 过 
分 强调 细 巧 的 数学 模型 ,可 是 它 很 难 解 决 那些 非 结 构 性 的 复杂 问题 。 因 此 宁可 使 用 看 起 
来 是 简单 和 粗糙 的 方法 ,加 上 决策 者 的 正确 判断 , 却 能 解决 实际 问题 。 切 克 兰 特 (P. B. 
Checkland) 把 传统 的 运筹 学 方法 称 为 便 系 统 思考 , 它 适 用 于 解 诀 那 种 结构 明确 的 系统 以 
及 战术 和 技术 性 强 的 问题 ,而 对 于 结构 不 明确 的 ,有 人 参与 活动 的 系统 就 不 太 胜 任 了 。 这 


优 解 ? 换 成 "满意 解 ”。 过 去 把 求 得 的 “ 解 ? 看 做 精确 的 .不 能 变 的 凝固 的 东西 ,而 现在 要 以 
“ 易 变 性 ”的 理念 看 得 所 得 的 “ 解 ”, 以 适应 系统 的 不 断 变 化 。 解 决 问题 的 过 程 是 决策 者 和 
分 析 者 发 挥 其 创造 性 的 过 程 , 这 就 是 进入 20 世纪 70 年 代 以 来 人 们 愈 来 愈 对 人 机 对 话 的 
算法 感 兴趣 的 原因 。 在 20 世纪 80 年 代 中 一 些 重要 的 与 运筹 学 有 关 的 国际 会 议 中 ,大 多 
数 认为 决策 支持 系统 是 使 运筹 学 发 展 的 一 个 好 机 会 。 进 入 20 世纪 90 年 代 和 21 世纪 初 
期 ,发 生 两 个 很 重要 的 趋势 。 一 个 是 软 运 筹 学 崛起 。 主 要 发 源 地 是 在 英国 。1989 年 英国 
运筹 学 学 会 开 了 一 个 会 议 ,会 后 由 罗 条 汉 特 (J. Rosenhead) 主编 了 一 本 论文 集 , 后 来 被 称 
为 软 运筹 学 的 “圣经 ?”。 里 面 提 到 了 不 少 新 的 属于 软 运 筹 的 方法 。 如 软 系统 方法 论 
(SSM: Checkland) ,战略 假设 表面 化 与 检验 (SAST: Mason & Mitroff) .战略 选择 (SC 
Friend)、 问题 结构 法 (PSM: Bryant & Rosenhead) 、 超 对 策 (hypergame: Benett) 、 亚 对 策 
(Metagame: Howard) 、 战略 选择 发 展 与 分 析 (SODA: Eden)、 生 存 系 统 模型 (VSM; 
Beer) 、 对 话 式 计划 (IP: Ackoff) 、 批判 式 系统 司 发 (CSH: Ulrich) 等 。2001 年 该 书 推出 修 
订 版 ,增加 了 很 多 实例 。 男 一 个 趋势 是 与 优化 有 关 的 , 即 软 计算 。 这 种 方法 不 追求 严格 最 
优 , 具 有 局 发 式 思 路 ,并 借用 来 自生 物 学 .物理 学 和 其 他 学 科 的 思想 来 解 寻 优 方法 。 其 中 
最 普 名 的 有 遗传 算法 (GA: Holland) .模拟 退火 (SA: Metropolis) .神经 网 络 CNN) .模糊 
逻辑 (FL: Zadeh) .进化 计算 (EC) .禁忌 算法 (TS) . 蚁 群 优化 (ACO: Dorigo) 等 。 目 前 国 
际 上 已 有 世界 软 计算 协会 ,2004 年 召开 第 9 届 国 际会 议 。 但 都 是 在 网 络 上 开会 ,并 且 出 
版 杂志 : Applied Soft Computing。 此 外 在 一 些 老 的 分 支 方面 ,如 线性 规划 也 出 现 新 的 亮 
点 ,如 内 点 法 ; 图 论 中 出 现 无 标 度 网 络 (scale-free network) 和 等。 总 之 运 等 学 还 在 不 断 发 
展 中 ,新 的 思想 、 观点 和 方法 不 断 涌现 。 本 书 作 为 一 本 教材 ,所 提供 的 一 些 运筹 学 思想 和 
方法 都 是 基本 的 ,作为 学 习 运 筹 学 的 该 者 必须 掌握 的 知识 。 
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线性 规划 与 目标 规划 


线性 规划 是 运筹 学 的 一 个 重要 分 支 。 自 1947 年 丹 捷 格 (G. B. Dantzig) 提 出 了 一 般 
线性 规划 问题 求解 的 方法 一 一 单纯 形 法 之 后 ,线性 规划 在 理论 上 趋向 成 熟 , 在 实用 中 日 盖 
广泛 与 深入 。 特 别 是 在 电子 计算 机 能 处 理 成 千 上 万 个 约束 条 件 和 决策 变量 的 线性 规划 问 
题 之 后 ,线性 规划 的 适用 领域 更 为 广泛 了 。 从 解决 技术 问题 的 最 优化 设计 到 工业 、 农业 、 
商业 、 交 通 运输 业 、 军 事 、 经 济 计 划 和 管理 决策 每 领域 线性 规划 都 可 以 发 挥 作 用 , 它 已 成 了 
现代 科学 管理 的 重要 手段 之 一 。 查 恩 斯 (A. Charnes) 与 库 伯 (W. W. Cooper) 继 丹 捷 格 之 
后 ,于 1961 年 提出 了 目标 规划 , 艾 吉 利 (Y.Jjiri) 提 出 了 用 优先 因子 来 处 理 多 目标 问题 ,使 
目标 规划 得 到 发 展 。30 多 年 前 ,斯 。 姆 。 车 (S. M. Lee) 与 杰 斯 开 莱 尼 (V. Jaaskelainen ) 
应 用 计算 机 处 理 目 标 规 划 问 题 , 使 目标 规划 在 实际 应 用 方面 比 线性 规划 更 广泛 ,更 为 管理 
者 所 重视 。 
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HAPTER 2 
第 2 和 草 
线性 规划 与 单纯 形 法 


2.1 线性 规划 问题 及 其 数学 模型 


2.1.1 问题 的 提出 


在 生产 管理 和 经 营 活 动 中 经 稼 提出 一 类 问题 , 即 如 何 合 理 地 利用 有 限 的 人 力 、 物 力 、 
财力 等 资源 ,以 便 得 到 最 好 的 经 济 效 果 。 

例 2-1 某 工厂 在 计划 期 内 要 安排 生产 1 [两 种 产品 ,已 知 生 产 单位 产品 所 需 的 设 
备 台 时 及 A、B 两 种 原材料 的 消耗 ,如 表 2-1 所 示 。 


表 2-1 
产品 产品 卫 现 有 条 件 
设 备 1 台 时 / 件 2 台 时 / 件 8 台 时 
原材料 A 4kg/ 件 0 l6kg 
原材料 B 0 4kg/ 件 l2kg 


该 工厂 每 生产 一 件 产品 工 可 获 利 2 元 ,每 生产 一 件 产 品 正 可 获 利 3 元 ; 问 应 如 何 安 排 
计划 使 该 工厂 获 利 最 多 ? 这 问题 可 以 用 以 下 的 数学 模 理 来 描述 ， 设 zi zz 分 别 表 示 在 计 
划 期 内 产品 I 工本 的 产量 。 因 为 设备 的 有 效 台 时 是 8 台 时 ,这 是 一 个 限制 产量 的 条 件 , 所 
以 在 确定 产品 1 、] 的 产量 时 ,要 考虑 不 超过 设备 的 有 效 台 时 数 , 即 可 用 不 等 式 表示 为 

i 
同 理 , 因 原材料 A、B 的 限量 ,可 以 得 到 以 下 不 等 式 
4 工 1 三 ]6 
4x; S12 
该 了 4 :在 不 超过 所 有 资源 限量 的 条 件 下 ,如何 确 定 产量 zi zz 以 得 到 最 大 的 利 
润 。 夺 用 z 表示 利润 ,这 时 z 二 2zi 十 3x;。 综 合 上 述 , 该 计划 问题 可 用 数学 模型 表示 为 


标 加 数 max z 一 2rl 十 3 并; 
二 1 2 8 
CT 了 4 工 < 16 
满足 约束 条 件 
ds 


TL -一 
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例 2-2 靠近 某 河 流 有 两 个 化 工厂 ( 见 图 2-1), 流 经 第 一 化 工厂 的 河流 流量 为 每 天 
500 万 立方 米 , 在 两 个 工厂 之 间 有 一 条 流量 为 每 天 200 万 立方 米 的 支流 。 第 一 化 工厂 每 
天 排放 含有 某 种 有 害 物 质 的 工业 污水 2 万 立方 米 ,第 二 化 工厂 每 天 排放 这 种 工业 污水 
1.4 万 立方 米 。 从 第 一 化 工厂 排出 的 工业 污水 流 到 第 二 化 工厂 以 前 ,有 20% 可 自然 净化 。 
根据 环保 要 求 ,河流 中 工业 污水 的 含量 应 不 大 于 0.2%。 这 两 个 工厂 都 需 各 自 处 理 一 部 
分 工业 污水 。 第 一 化 工厂 处 理工 业 污 水 的 成 本 是 1 000 元 /万 立方 米 , 第 二 化 工厂 处 理工 
业 污 水 的 成 本 是 800 元 /万 立方 米 。 现 在 要 问 在 满足 环保 要 求 的 条 件 下 ,每 厂 各 应 处 理 多 
少 工业 污水 ,使 这 两 个 工厂 总 的 处 理工 业 污 水 费用 最 小 。 


0 工厂 ] 


一 了 0 万 立方 米 
图 2-1 


这 个 问题 可 用 数学 模型 来 描述 。 设 第 一 化 工厂 每 天 处 理工 业 污 水 量 为 zi 万 立方 米 ， 
第 二 化 工厂 每 天 处 理工 业 污水 量 为 xz 万 立方 米 , 从 第 一 化 工厂 到 第 二 化 工厂 之 间 ,河流 
eA 量 要 不 大 于 0.2% ,由 此 可 得 近似 关系 式 (2 一 zx1)/500 夺 2/1 000。 
流 经 第 二 化 工厂 后 ,河流 中 的 工业 污水 量 仍 要 不 大 于 0.2%% ,这 时 有 近似 关系 式 
[0.8(2—z) 二 (0.4—z,) |/700 夺 2/1 000 
由 于 每 个 工厂 每 天 处 理 的 工业 污水 量 不 会 大 于 每 天 的 排放 量 , 故 有 zl 硅 2; Xs 硅 1.4。 
此 问题 的 目标 是 要 求 两 三 用 于 处 理工 业 污 水 的 总 费用 最 小 , 即 z= 二 1 000zl 十 800zs 。 
综合 上 述 , 这 个 环保 问题 可 用 数学 模型 表示 为 
目标 晴 数 min z 一 1 000zl 十 800z， 
了 | 
0. 8zi 二 z=1.6 
满足 约束 条 件 Ti < 2 
zs].4 
Ts 0 
从 以 上 两 例 可 以 看 出 ,它们 都 是 属于 一 类 优化 问题 。 它 们 的 共同 特征 : 
(1) 每 一 个 问题 都 用 一 组 决策 变量 (zi ,zs，… ,x, ) 表 示 菏 一 方案 ,这 组 决 寅 变量 的 值 
就 代表 一 个 具体 方案 。 一 般 这 些 变 量 取 值 是 非 负 且 连 续 的 。 
(2) 要 有 建 模 的 有 关 数 据 , 如 资源 拥有 量 .消耗 资源 定额 .创造 新 价值 量 等 ,并 构成 互 
不 逆 盾 的 约束 条 件 , 这 些 约束 条 件 可 以 用 一 组 线性 等 式 或 线性 不 等 式 来 表示 。 
(3) 都 有 一 个 要 求 达 到 的 目标 , 它 可 用 决策 变量 及 其 有 关 的 价值 系数 构成 的 线性 函 
数 ( 称 为 目标 函数 ) 来 表示 。 按 问题 的 不 同 , 要 求 目标 遇 数 实现 最 大 化 或 最 小 化 。 
满足 以 上 三 个 条 件 的 数学 模型 称 为 线性 规划 的 数学 模型 。 其 一 般 形式 为 
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目标 图 数 max(min) < 一 Cl 十 CT tT CT (2-1) 
[enz1taszst "tar (= ,>)b, | 
eg ce ee A ke ee 和 一 < 宇 ) 而 
满足 约束 条 件 
ee ee 
Tl. Tos "ys T=0 E23 

在 线性 规划 的 数学 模型 中 , 式 (2-1) 称 为 目标 函数 ; c 为 价值 系数 ; 式 (2-2) , 式 (2-3) 称 
为 约束 条 件 ; ar 称 为 技术 系数 ,0: 称 为 限额 系数 ; 式 (2-3) 也 称 为 变量 的 非 负 约束 条 件 。 

一 般 情况 下 mm 二 n。 线 性 规划 问题 模型 是 建立 在 以 下 隐 含 的 重要 假设 基础 上 的 。 

(1) 比例 性 。 是 指 每 个 决策 变量 x, (二 1,2,…,n) 在 约束 条 件 中 与 在 目标 函数 中 数 
值 变 化 时 , 按 xz; 对 应 的 技术 系数 a5 与 价值 系数 cj; 严格 地 成 比例 变化 。 如 例 1, 每 生产 1 件 
产品 工 , 可 获 利 2 元; 生产 10 件 , 获 利 20 元 ; 生产 100 件 , 获 利 200 元 。 这 里 不 存在 在 实 
际 经 济 活动 中 的 边际 效用 递减 效应 。 

(2) 可 加 性 。 即 目标 函数 的 总 值 是 各 组 成 部 分 值 (cjx;) 之 和 ; 第 i 个 约束 关系 式 中 
各 组 成 部 分 值 (aszx,) 之 和 就 是 第 ; 项 资源 需求 总 值 。 决 策 变量 是 独立 的 ,决策 变量 之 间 
不 发 生 关 联 , 日 不 允许 变量 之 间 有 交 又 。 如 规划 广告 预期 收益 时 不 能 选择 看 球 完 的 观众 
为 决策 变量 zx ,看 电影 的 观众 为 决策 变量 zz 等 。 

(3) 可 分 性 。 决 策 变量 的 值 具 有 可 分 性 , 即 允 许 非 整数 值 。 

(4) 确定 性 。 即 cyaz ,2 都 是 确定 的 已 知 值 。 

可 见 线性 规划 模型 是 实际 经 济 管理 问题 的 抽象 与 近似 。 


2.1.2 图 解法 


图 解法 简单 直观 ,有 助 于 了 解 线性 规划 问题 求解 的 基本 原理 。 现 对 上 述 例 2-1 用 图 解法 
求解 。 在 以 zi 、zs 为 坐标 轴 的 直角 坐标 系 中 , 非 负 条 件 zi ,zs 二 0 是 指 第 一 象限 。 例 2-1 的 
每 个 约束 条 件 都 代表 一 个 半 平 面 。 如 约束 条 件 zi 十 
2z 委 8 是 代表 以 直线 zx 十 2x 一 8 为 边界 的 左下 方 
的 半 平 面 , 帮 同时 满足 zx ,zz 宇 0,zi 十 2xz 三 8,4z1 奔 
16 和 4z 委 12 的 约束 条 件 的 点 ,必然 落 在 zi ,xs 坐 
标 轴 和 由 这 三 个 半 平 面 交 成 的 区 域内 。 由 例 2-1 的 
所 有 约束 条 件 为 半 平 面 交 成 的 区 域 见 图 2-2 中 的 阴 
影 部 分 。 阴 影 区 域 中 的 每 一 个 点 (包括 边界 点 ) 都 是 
这 个 线性 规划 问题 的 解 ( 称 可 行 解 ) ,因而 此 区 域 是 
例 2-1 的 线性 规划 问题 的 解 集合 , 称 它 为 可 行 域 。 

再 分 析 目 标 函 数 z= 二 2zi 十 3zxs ,在 这 坐标 平面 上 , 它 可 表示 以 z 为 参数 一 2/3 为 斜率 
的 一 族 平 行 线 
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图 2-2 


Fr 
ji bb, 
二 


运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


Za 一 一 (27/3)zl 十 z/3 

位 于 同一 直线 上 的 点 ,具有 相同 的 目标 郴 数 值 , 因 而 称 它 为 “等 值 线 "”。 当 = 值 由 小 变 大 
时 ,直线 z 一 一 (2/3)7z 十 z/3 注 其 法 线 方 回 同 右上 
方 移动 ( 见 图 2-3 中 和 滑 线 方向 )。 当 移动 到 Q 点 时 ， 
使 = 值 在 可 行 域 边界 上 实现 最 大 化 ( 见 图 2-3) ,这 就 
得 到 了 例 2-1 的 最 优 解 Q@&,Q 点 的 坐标 为 (4,2)。 
于 是 可 计算 出 满足 所 有 约束 条 件 下 的 最 大 值 ===14。 

这 说 明 该 厂 的 最 优生 产 计 划 方 案 是 : 生产 4 件 
产品 工 , 生 产 2 件 产品 开 ,可 得 最 大 利润 为 14 元 。 

上 例 中 求解 得 到 问题 的 最 优 解 是 唯一 的 ,但 对 
一 般 线 性 规划 问题 ,求解 结果 还 可 能 出 现 以 下 几 种 
情况 : 

1. 无 穷 多 最 优 解 (多 重 最 优 解 ) 

若 将 例 2-1 中 的 目标 函数 变 为 求 max z 二 2zi 十 4zxs，, 则 表示 目标 消 数 中 以 参数 z 的 
这 族 平行 直线 与 约束 条 件 xz 十 2xz 三 8 的 边界 线 平行 。 当 = 值 由 小 变 大 时 ,将 与 线段 
Q:Q: 重合 ( 见 图 2-4) 。 线 段 QQ 上 任意 一 点 都 使 x 取得 相同 的 最 大 值 , 这 个 线性 规划 
问题 有 无 穷 多 最 优 解 (多 重 最 优 解 ) 。 

2. 无 界 解 

对 下 述 线性 规划 问题 


max z 之 一 工 ] 十 工 ， 
ee 
i 
ra i 
用 图 解法 求解 结果 见 图 2-5。 从 图 2-5 中 可 以 看 到 ,该 问题 可 行 域 无 界 , 目 标 函 数值 可 以 
增 大 到 无 穷 大 。 称 这 种 情况 为 无 界 解 。 


x 
赴 


2 


0 


3. 无 可 行 解 
如 来 在 例 2-1 的 数学 模型 中 增加 一 个 约束 条 件 一 2zl 十 zs 人 4, 该 问题 的 可 行 域 为 衬 
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集 , 既 无 可 行 解 ,也 不 存在 最 优 解 。 

当 求解 结果 出 现 第 2.3 两 种 情况 时 ,一般 说 明 线性 规划 问题 的 数学 模型 有 错误 
者 缺乏 必要 的 约束 条 件 , 后 者 是 有 政大 的 约束 条 件 , 建 醒 时 应 注意 。 

从 图 解法 中 直观 地 见 到 , 当 线 性 规划 问题 的 可 行 瑾 非 空 时 , 它 是 有 界 或 无 界 凸 多 边 
形 。 知 线性 规划 问题 存在 最 优 解 , 它 一 定 在 可 行 域 的 某 个 顶点 得 到 ; 知 在 两 个 顶点 同时 
得 到 最 优 解 , 则 它们 连 线 上 的 任意 一 点 都 是 最 优 解 , 即 有 无 穷 多 最 优 解 ，。 

图 解法 虽然 直观 .简便 ,但 当 变 量 数 多 于 三 个 以 上 时 , 它 就 无 能 为 力 了 。 所 以 在 2. 3 
节 中 要 介绍 一 种 代数 法 一 一 单纯 形 法 。 为 了 便于 讨论 , 先 规 定 线性 规划 问题 的 数学 模型 
的 标准 形式 。 


2.1.3 线性 规划 问题 的 标准 形式 


由 2.1.2 小 市 可 知 , 线 性 规划 问题 有 各 种 不 同 的 形式 。 目 标 函 数 有 的 要 求 max, 有 的 
要 求 min; 约束 条 件 可 以 是 三”, 也 可 以 是 “ 宇 ” 形 式 的 不 等 式 , 还 可 以 是 等 式 。 决 策 变量 
一 般 是 非 负 约 束 , 但 也 人 允许 取 负 值 或 在 (一 ,ce) 范 围 内 取 值 , 即 无 约束 。 将 这 些 多 种 形 
式 的 数学 模型 统一 变换 为 标准 形式 。 这 里 规定 的 标准 形式 为 (以 下 省 略 目 标 图 数 .约束 条 
件 的 标记 )。 

(M1) max eT— exisrs TT 
和 


U21 1 十 az2 Xo i i = bs 


ml -tt1 a Rs Te = 


和 
FP Ny 


于 
二 
(CMT ) max xz 一 Cx 


j=1 


D> XTX; 三 bs 1 二 1 ,2 Mm 


a j= 1,2,: 
在 标准 形式 中 规定 各 约束 条 件 的 右 病 项 4 2 式 两 端 乘 以 “一 1”。 当 某 一 个 
0 一 0 时 ,表示 出 现 退 化 ,这 点 将 在 以 后 讨论 。 
用 向 量 和 和 矩阵 符号 表述 时 为 
(MM ) max z=CX 


Dj Px, 三 b 
了 一 1] 


> ~ — lyse 
并 且 约 定 : C— (cys "oCn )， ee 对 应 的 决策 变量 量 是 jy 


有 
E Rp 
py 


应 
六 
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用 和 矩阵 描述 时 为 
max zz—_LA 
AX=b 
天 一 0 
其 中 
dl dls Uln [se 
着 一 | 守 TPB 0=| . 
di 
QO | 


A 一 一 约束 条 件 的 mXn 维系 数 和 矩阵 ,一 般 有 mm 二 n; 

中 一 一 资源 问 量 ; 

C 一 一 价值 癌 量 ; 

X 一 一 次 梨 变 量 回 量 。 

应 用 2. 3 节 单纯 形 法 求解 各 种 线性 规划 问题 的 数学 模型 都 应 先 变换 为 标准 形式 。 

以 下 讨论 如 何 化 为 标准 型 的 问题 。 

(1) 若 要 求 目 标 函 数 实现 最 小 化 , 即 min z= 二 CX。 这 时 只 需 将 目标 函数 最 小 化 变换 
求 目 标 函 数 最 大 化 , 即 令 z = 二 一 z, 于 是 得 到 max x 二 一 CX。 这 就 同 标准 型 的 目标 函数 的 
形 际 一致 工 : 

(2) 约束 方程 为 不 等 式 。 ai 一 种 ns 则 可 在 
“去 ”不 等 式 的 左 端 加 入 非 负 松弛 变量 ,把 原 “ 委 ”不 等 式 变 为 等 式 ; 另 一 种 是 约束 方程 为 
“全 "不 等 式 , 则 可 在 “这 ”不 等 4 式 的 左 端 碱 去 一 个 非 负 剩 余 变 hie Pit 把 不 等 


式 约束 条 件 变 为 等 式 约束 条 件 。 下 面 举例 说 明 ， 


例 2-3 将 例 2-1 的 数学 模型 化 为 标准 型 。 
例 2-1 的 数学 模型 (简称 模型 M; ) 为 
max z= 2x1TT 3 
wi 2ry 
di 三 16 
4x;12 


.本 ] 本 Ts>0 
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在 各 不 等 式 中 分 别 加 上 一 个 松弛 变量 zs ,x4 ,zs ,使 不 等 式 变 为 等 式 。 这 时 得 到 标准 型 


OT 


TT = 
| i 十 zi; 一 12 


Ce 
所 加 松弛 变量 zs .zi zs 表示 没有 被 利用 的 资源 。 当 然 也 没有 利润 ,在 目标 限 数 中 其 
系数 应 为 零 , 即 cs ,cs ,cs 二 0。 
人 和 大 存在 取 值 无 约束 的 变量 Lk ; 可 令 ke 一 元 ;其 中 Th a ps 
以 上 讨论 说 明 ,任何 形式 的 数学 模型 都 可 化 为 标准 型 ,下 面 举例 说 明 。 
例 2-4 将 下 述 线性 规划 问题 化 为 标准 型 
Wn Sp 
| 时 
二 
"ee 
zlyzz 之 0， Zs 为 无 约束 
解 ” 步 又 ， 
C1》 用 4 5 答 换 -3 其 中 4 ,Ts 二 0; 
(2) 在 第 一 个 约束 不 等 式 “ 夺 ”号 的 左 端 加 入 松弛 变量 ze ; 
(3) 在 第 二 个 约束 不 等 式 “ 三 ”号 的 左 端 减 去 剩余 变量 zy ; 
(4) 今 z= 二 一 z, 把 求 min z 改 为 求 max = , 即 可 得 到 该 问题 的 标准 型 
max z 一 光一 27 十 3(0z 一 Ti) 十 0zr 十 0z， 
i 一 7 
一 二 
和 一 5 


ee 
工 1 9T2 9 Ta 9 Ts 工大 7 0 


2.1.4 线性 规划 问题 解 的 概念 


在 讨论 线性 规划 问题 的 求解 前 , 先 要 了 解 线性 规划 问题 的 解 的 概念 。 由 2.1. 3 小 市 
的 CM 可知 ,一般 线性 规划 问题 的 标准 型 为 


= es (2-4) 
Dini = WW, = l,m (25) 
了 一 ] 


Ty 了 一 2 yn (2-6) 


2 本 
EE kk 
| 
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可 行 解 

满足 约束 条 件 式 (2-5) 、 式 (2-6) 的 解 点 一 ( 工 1 ss i , 称 为 线性 规划 问题 的 可 行 
解 ,其 中 使 目标 图 数 达到 最 大 值 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

2. 基 

设 A 是 约束 方程 组 的 m Xn(m 二 n) 维 系数 算 阵 ,其 秩 为 mm。B 是 窍 阵 A 中 Xm 阶 
韭 奇 异 子 矩阵 (1B| 隆 0), 则 称 B 是 线性 规划 问题 的 一 个 基 。 这 就 是 说 ,矩阵 B 是 由 mm 个 
线性 独立 的 列 癌 量 组 成 。 为 不 失 一 般 性 ,可 设 

B= * : : = (PP, i 

称 P;(j 二 1 ,2,… 7) 为 基 回 量 , 与 基 回 量 PP. 相应 的 变量 xz， (y= lss …,7n) 为 基 变 量 ， 个 
则 称 为 韭 基 变 量 , 为 了 进一步 讨论 线性 规划 问题 的 解 ,下 面 研 究 约束 方 程 组 式 (2-5) 的 求 
解 问题 。 假 设 该 方程 组 系数 矩阵 4 的 秩 为 m, 因 区 二 n, 故 它 有 无 穷 多 个 解 。 假 设 前 x 个 
变量 的 系数 列 癌 量 是 线性 独立 的 。 这 时 式 (2-5) 可 写成 


11 a12 Wim 
rt) 十 十 | zr 
才 | 

时 加 本 mt | 


pi lm+1 dn 
bs C2 ,m1 U2n 
后 剖 二 NE 画 二 《2- 7) 
有 mrmt 1 ‘Uman | 
或 
mm nn 
/Pi =b— 郊区 网 
j=1 了 一 和 十 1 
方程 组 式 (2-7) 的 一 个 基 是 
| 12 Ulm 


B=| ” ™ |=(¢p, ,Ps ,…,P,) 


i 
设 Xs 是 对 应 于 这 个 基 的 基 变 量 
OC 下 wwee 二 
证 令 式 (2 7) 的 非 基 变量 和 一 一 一 一 x 这 时 变量 的 个 数 等 于 线性 方程 的 个 
用 高 斯 消去 法 , 求 出 一 个 解 


站 二 (T] so sO 0) 
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该 解 的 非 零 分 量 的 数目 不 大 于 方程 个 数 mm, 称 立 为 基 解 。 由 此 可 见 , 有 一 个 基 , 就 可 
以 求 出 一 个 基 解 。 如 图 2-2 中 的 点 0,Qi;Qz;,Q;:Q 以 及 延长 各 条 线 (包括 z+ 二 0,xs 二 0) 
的 交点 都 代表 基 解 。 

3. 基 可 行 解 

满足 非 负 条 件 式 (2-6) 的 基 解 , 称 为 基 可 行 解 。 图 2-2 中 的 点 0,Qi,Q: ,Qi ,Q, 代表 
基 可 行 解 。 可 见 , 基 可 行 解 的 非 零 分 量 的 数目 也 不 大 于 mmx, 并 且 都 是 非 负 的 。 

4. 可 行 基 

对 应 于 基 可 行 解 的 基 , 称 为 可 行 基 。 约 束 方程 组 
式 (2-5) 具 有 基 解 的 数目 最 多 是 C”* 个 。 一 般 基 可 行 解 
的 数目 要 小 于 基 解 的 数目 。 以 上 提 到 的 几 种 解 的 概念 ， 
它们 之 间 的 关系 可 用 图 2-6 表明 。 另 外 还 要 说 明 一 点 ， 
基 解 中 的 非 零 分 量 的 个 数 小 于 m 个 时 ,该 基 解 是 退化 
解 。 在 以 下 讨论 时 ,假设 不 出 现 退 化 的 情况 。 以 上 给 出 
了 线性 规划 问题 的 解 的 概念 和 定义 ,它们 将 有 助 于 用 来 
分 析 线 性 规划 问题 的 求解 过 程 。 


2.2 线性 规划 问题 的 几何 意义 


在 2. 1. 2 小 节 介绍 图 解法 时 ,已 直观 地 看 到 可 行 域 和 最 优 解 的 几何 意义 ,这 一 节 从 理 
认 上 上 I 


2.2.1 基本 概念 


1. 凸 集 

设 天 是 2 维 欧 氏 空间 的 一 点 集 , 在 任意 两 点 天 E 开 ,X22 EK 的 连 线 上 的 所 有 点 
a 十 (1 一 ao) 和 全 EK,(0 过 a 雪 1); 则 称 KK 为 凸 集 。 

实心 圆 ,实心 球体 ,实心 立方 体 等 都 是 凸 集 , 圆 环 不 是 凸 集 , 从 下 观 上 讲 , 凸 集 疫 有 凹 
人 部 分 ,其 内 部 没有 空洞 。 图 2-7 中 的 (a)、(b) 是 凸 集 ,(c) 不 是 凸 集 。 图 2-2 中 的 阴影 音 
分 是 凸 集 。 任 何 两 个 凸 集 的 交集 是 凸 集 , 见 图 2-7(d) 。 


(a) (b) 


运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


2 西 组 和 音 
设 轩 ,六 了 ,是 n 维 欧 氏 空间 E* 中 的 个 点 。 攻 存在 p19 pe Ar， 
下 
日 0 TG k; Op 


al de Od .a 
则 称 收 为 素 呈 ,于 2 ,天 则 的 凸 组 合 。( 当 0 二 p 达 1 时 , 称 为 严格 凸 组 合 ) 
3. 顶 所 
设 K 是 凸 集 ,XEK; 奉 关 不 能 用 不 同 的 两 点 和 ”EK 和 XEK 的 线性 组 合 
表示 为 
可 一 全 十 (一 古人) 
则 称 关 为 KK 的 一 个 项 点 (或 极点 )。 


2.2.2 几 个 定理 
定理 1 大 线性 规划 问题 存在 可 行 域 , 则 其 可 行 域 
= ne wy | 


是 凸 集 。 
证 为 了 证 明 满足 线性 规划 问题 的 约束 条 件 


> =b, zx; 宇 0, j= 1,2,.…,n 


的 所 有 点 (可 行 解 ) 组 成 的 集合 凸 集 , 只 要 证 明 D 中 任意 两 点 连 线 上 的 点 必然 在 D 内 即 可 。 
设 ee A rr yr 
EHCx ,rh ,or YT 
是 D 内 的 任意 两 点 ; 和 “ 关 时 ”。 
则 有 


YPzr b， 本 > 0， 了 二 二 lode 
j 一 1 
和 二 0， 了 = Lo 
es 

全 尼 一 (并 ， 和 i ci 2 连 线 . 上 的 任意 一 


i (0 sa 
天 的 每 一 个 分 量 是 zj 一 az 多 十 (1 一 az ,将 它 代 入 约束 条 件 , 得 到 


>》 ,Pi 工 ， 3 DSP,[Lart 十 (1 — a) zr | 
j=】 


j=1 


理 弹 Ea 
元 人 十 > Pi —ay, 《2 
= 十 Px; U 
了 一] j= 二】 j=1 
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~ab+b—ab=b 
亚 因 0a 01 一 站 一 0 所 以 击 07 一 Loesis 扯 此 可 见 轩 万 录 ,让 是 
由 让 -= 
引 理 1 线性 规划 问题 的 可 行 解 半 二 (zi ,zs，*… ,zx,) 为 基 可 行 解 的 充 要 条 件 是 X 的 
下 分量 了 所 对 应 的 系数 列 疝 量 是 线性 独立 的 。 
证 (1) 必要 性 由 基 可 行 解 的 定义 可 知 。 

(2) 充分 性 ”在 回 量 Pi,P,,…,P, 线性 独立 ,; 则 必 有 km; 当 开 = 一头 时 ,它们 恰 
构成 一 个 基 , 从 而 半 二 (zi ,zz，… ,Ti，0，,"…,0) 为 相应 的 基 可 行 解 。 当 有 二 mx 时 , 则 一 定 可 
以 从 其 余 的 列 向 量 中 取出 mm 一 个 与 Pi,P;,… ,Pi 构成 最 大 的 线性 独立 向 量 组 ,其 对 应 
的 解 愉 为 羡 , 所 以 根据 定义 它 是 基 可 行 解 。 

定理 2 线性 规划 问题 的 基 可 行 解 半 对 应 于 可 行 域 D 的 项 点。 
证 不 失 一 般 性 ,假设 基 可 行 解 X 的 前 m 个 分 量 为 正 。 故 
> Pr 一 天 和 
j 一 1 
现在 分 两 步 来 讨论 ,分 别 用 反 证 法 。 
(1) 硅 关 不 是 基 可 行 解 , 则 它 一 定 不 是 可 行 域 DD 的 项 点 
根据 引 理 1, 奋 天 不 是 基 可 行 解 , 则 其 正 分 量 所 对 应 的 系数 列 癌 量 Pi ,P;,… ,PP 线性 
相关 , 即 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 w ,i 二 1,2,…,m 使 得 
al 卫 | 十 az 卫 , 十 … 十 a 三 ,一 0 (2-9) 
用 一 个 jy 二 0 的 数 乘 式 (2-9) 再 分 别 与 式 (2-8) 相 加 和 相 减 ,这 样 得 到 
(RP = 
Cy Tum PP T(x Tia Ps T(E Taj)P.=~b 
现 取 
| 0 | 
Ws| Cy Ti Ce | 


由 i , 可 以 得 到 X 一 XGO + 5X? ,是 |] 是 四 和 ,2 桥 强 的 中 点 ， 


男 一 方面 , 当 yy 充分 小 时 ,可 保证 
mit 0 t= Ly ym 
即 XY? ,XY 是 可 行 解 。 这 证 明了 针 不 是 可 行 域 DD 的 顶点 。 
(2) 在 天 不 是 可 行 域 忆 的 顶点 , 则 它 一 定 不 是 基 可 行 解 
因为 和 不 是 可 行 域 D 的 项 点 , 故 在 可 行 域 D 中 可 找到 不 同 的 两 点 
= 
XH 一 (2 ,xD ,DIT 


使 bd 


a 


| 


运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


区 X 是 基 可 行 解 , 对 应 癌 量 组 Pp PP; 有 本 线性 独立 。 = 1 时 ,有 i = 二 一 心 ， 
由 于 半 ”,X“ 是 可 行 域 的 两 点 。 应 满足 


Fd Ti 
(1 __ | (By 
人 bp 与 Dj Px b 
了 一] jj 一] 


将 这 两 式 相 减 , 即 得 
DP, cs x”) 二 0 
j=1 


因 XX" 关 针 ”, 所 以 上 式 系 数 (x;! 一 zx;”) 不 全 为 零 , 故 回 量 组 P,P;,…,P,, 线性 相关 ,与 
假设 矛盾 。 即 不 是 基 可 行 解 。 
引 理 2 奉 K 是 有 界 凸 集 , 则 任何 一 点 半 EK 可 表示 为 天 的 顶点 的 凸 组 合 。 
本 引 理 证 明 从 略 , 用 以 下 例子 说 明 这 引 理 。 
例 2-5 设 瑟 是 三 角形 中 任意 一 点 ， 慰 人 0 ， 慰 (2 
和 处 是 三 角形 的 三 个 顶点 ;试用 三 个 顶点 的 坐标 
表示 闫 ( 见 图 2-8)。 
解 ” 任 选 一 顶点 和 ”, 作 一 条 连 线 XX ; 并 延 
大 葬 于 加 省 乒 汪 上 一 本 本 二 国 于 是 加 人 
X“” 连 线 上 一 点 , 故 可 用 XX"”、X'” 线 性 表示 为 
X=~axv +(l—a)X®? (0<a<l) 
各国 时 是 及 与 革 中 入 线 十 的 一 二 点 ;二 
A 
将 和 X 的 表达 式 代 入 上 式 得 到 
六 二 A[aX 中 十 (1 一 a) 六 中] 十 (1 一 A 
一 ha 系 十 1KC1 一 a) 避 42) 十 (1 一人) 买 (2) 
mi nls mw—(l—As ww —A(l—a) 


x 作 
二 
及 
此 


X= XD xX? + sxX 
XY 二 ]，0 二 pj 二 1 
定理 3 者 可 行 域 有 界 , 线 性 规划 问题 的 目标 图 数 一 定 可 以 在 其 可 行 域 的 项 点 上 达 
到 最 优 。 
证 ” 设 Xo ,Xe ,…,X 是 可 行 域 的 顶点 ,车 Xeo 不 是 顶点 , 且 目 标 函 数 在 Xe 处 达 
到 最 优 = 二 CX" (标准 型 是 z* 一 max z) 。 
因 X' "不 是 顶点 ,所 以 它 可 以 用 万 的 顶点 线性 表示 为 


YO 一 放学 。 Yi es 
i 一 1 i 一 1 
因此 


第 2 章 ”线性 规划 与 单纯 形 法 


天 中 
CX CY axX® 一 aCX® (2-10) 
i 一 1 i 一 1 


在 所 有 的 顶点 中 必然 能 找到 某 一 个 顶点 下 ,使 CX 是 所 有 CX 中 最 大 者 。 并 且 将 
下 中 代替 式 (2-10) 中 的 所 有 闫 ,这 就 得 到 


天 
冰 .5 PY Bo se CX 
i 一 ] a 
由 此 得 到 
CY A 


根据 假设 CX'" 是 最 大 值 ,所 以 只 能 有 
CY CY 
即 目标 函数 在 顶点 X” 处 也 达到 最 大 值 。 
有 时 目标 函数 可 能 在 多 个 顶点 处 达到 最 大 值 。 这 时 在 这 些 顶 点 的 凸 组 合 上 也 达到 最 
大 值 。 称 这 种 线性 规划 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 
假设 Xo ,X2 ,…,Xw 是 目标 函数 达到 最 大 值 的 顶点 , 若 X 是 这 些 顶 点 的 凸 组 合 , 即 
天 


并 
是 .一 ba 1 Ya; 一 1 
i 一 1 


于 是 
Ew Ra 
= i 一 1 
二 CEO—m, 一 .2 此 
于 是 


CX 一 yi 

男 外 , 右 可 行 域 为 无 界 , 则 可 能 无 最 优 解 ,也 可 能 有 最 优 解 , 硅 有 也 必定 在 茶 顶 点 上 得 
到 。 根 据 以 上 讨论 ,可 以 得 到 以 下 绪论 : 

线性 规划 问题 的 所 有 可 行 解 构成 的 集合 是 凸 集 , 也 可 能 为 无 界 域 ,它们 有 有 限 个 项 
点 ,线性 规划 问题 的 每 个 基 可 行 解 对 应 可 行 域 的 一 个 顶点 ; 若 线性 规划 问题 有 最 优 解 , 必 
可 在 菏 顶 点 上 得 到 。 虽 然 顶点 数目 是 有 限 的 ( 它 不 大 于 C? 个 ), 奢 采用“ 枚 淮 法 ” 找 所 有 
基 可 行 解 ,然后 一 一 比较 ,最 终 可 能 找到 最 优 解 。 但 当 n,m 的 数 较 大 时 ,这 种 办 法 是 行 不 
通 的 ,所 以 要 继续 讨论 ,如 何 有 将 地 找到 最 优 解 , 有 多 种 方法 ,这 里 仅 介绍 单纯 形 法 。 


2.3 单纯 形 法 


单纯 形 法 求解 线性 规划 的 思路 : 一 般 线性 规划 问题 具有 线性 方程 组 的 变量 数 大 于 方 
程 个 数 ,这 时 有 不 定 的 解 。 单 纯 形 法 是 在 高 斯 消去 法 的 基础 上 ,发 展 为 求解 变量 数 多 于 方 


CS 
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程 数 , 并 且 使 目标 函数 值 优化 的 方法 。 从 线性 方程 组 中 找 出 一 个 个 的 单纯 形 ,每 一 个 单纯 
形 可 以 求 得 一 组 解 , 然 后 再 判断 该 解 使 目标 函数 值 是 增 大 还 是 变 小 ,决定 下 一 步 选择 的 单 
纯 形 ,这 就 是 迭代 。 下 到 目标 函数 实现 最 大 值 或 最 小 值 为 止 ,这 样 问题 就 得 到 了 最 优 解 。 
先 誉 一 例 来 说 明 。 

注意 : 单纯 形 是 指 0 维 中 的 点 ,一 维 中 的 线段 ,二 维 中 的 三 角形 ,三 维 中 的 四 面体 ， 
n 维 空间 中 的 有 nn 十 1 个 项 点 的 多 面体 。 例 如 在 三 维 空间 中 的 四 面体 ,其 顶点 分 别 为 
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)。 具 有 单位 截 距 的 单纯 形 的 方程 是 》,z; 三 1, 并 且 
T0729, 


2.3.1 举例 
例 2-6 试 以 例 2-1 来 讨论 如 何 用 单纯 形 法 求解 。 例 2-1 的 标准 型 为 


max e— Zr da TUT Or TT Ors C2-11) 
T1272 二 Ta 一 六 
区 i 一 16 (2-12) 
4z, 二 zs 二 12 


约束 方程 (2-12) 的 系数 矩阵 


ly 
A=(Pi,Pi,P;s,Pi,Ps)=|4 0 0 1 0 
(i 和 1 
从 式 (2-12) 中 可 以 看 到 rs ,ziyzs 的 系数 列 回 量 
1 0 0 
Wess Bl ls By 
0 0 ;| 
是 线性 独立 的 ,这 些 向 量 构成 一 个 基 
1 0 0) 
时 一 人 | 人 
0 GE 工 


对 应 于 下 的 变量 zy,zriyzs 为 基 变 量 , 从 式 (2-12) 中 可 以 得 到 


下 本 一 一 总 一 元 — 


T5 一 ]2 —47» 
将 式 (2-13) 代 入 目标 函数 式 (2-11) 得 到 
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当 令 非 基 变量 z= 二 zz 二 0, 便 得 到 z= 二 0。 这 时 得 到 一 个 基 可 行 解 生 '” 
本 

这 个 基 可 行 解 表示 : 工厂 没有 安排 生产 产品 1 、 卫 ; 资源 都 没有 被 利用 ,所 以 工厂 的 
利润 指标 = 一 0。 

从 分 析 目 标 函 数 的 表达 式 (2-14) 可 以 看 到 : 非 基 变量 zi,zz( 即 没有 安排 生产 产品 
1 ,了 ) 的 系数 都 是 正 数 ,因此 将 非 基 变量 变换 为 基 变 量 , 目 标 阴 数 的 值 就 可 能 增 大 。 从 经 
济 意 义 上 讲 ,安排 生产 产品 I 或 卫 ,就 可 以 使 工厂 的 利润 指标 增加 。 所 以 只 要 在 目标 函数 
式 (2-14) 的 表达 式 中 还 存在 有 正 系数 的 非 基 变量 ,这 表示 目标 了 浮 数 值 还 有 增加 的 可 能 ， 
束 需 要 将 非 基 变量 与 基 变 量 进行 对 换 。 一 般 选 择 正 系数 最 大 的 那个 非 基 变量 x 为 换 人 
变量 ,将 它 换 人 到 基 变 量 中 去 ,同时 还 要 确定 基 变 量 中 有 一 个 要 换 出 来 成 为 非 基 变量 ,可 
按 以 下 方法 来 确定 换 出 变量 。 

现 分 析 式 (2-13), 当 将 zz 定 为 换 人 变量 后 ,必须 从 x; ,zx4,Xxs 中 确定 一 个 换 出 变量 ， 
并 保证 其 余 的 都 是 非 侍 , 即 zs ,zi ,zs 之 0。 

当 zi 一 0, 由 式 (2-13) 得 到 


一 有一 人 
je [2=]5) 
二 一 上 一 
从 式 (2-15) 中 可 以 看 出 ,只 有 选择 
emi 
时 ,才能 使 式 (2-15) 成 立 。 因 当 zz 三 3 时 , 基 变 量 zs 三 0, 这 就 决定 用 zz 去 替换 zs 。 以 上 
数学 描述 说 明了 每 生产 一 件 产品 卫 ,需要 用 掉 各 种 资源 数 为 (2,0,4)。 由 这 些 资源 中 的 注 
弱 环 季 , 束 确 定 了 产品 开 的 产量 。 这 里 就 是 由 原材料 B 的 数量 确定 了 产品 全 的 产量 
六 一 二 一 3( 件 ) 
为 了 求 得 以 zs ,ziayzas 为 基 变 量 的 一 个 基 可 行 解 和 进一步 分 析 问 题 , 需 将 式 (2-13) 中 
za 的 位 置 与 zs 的 位 置 对 换 。 得 到 
T3272 =—8— ZI 山 
ja QQ) (2-16) 
4x; 12— Zz; (3) 
用 高 斯 消去 法 ,将 式 (2-16) 中 zs 的 系数 列 癌 量变 换 为 单位 列 癌 量 。 其 运算 步骤 是 、 
二 @@/4;D 一 四 一 2X 回 ;四 = 四 ,并 将 结果 仍 按 原 顺 序 排列 有 


本 区 一 二] 二 


2 5 (Ty 
xz4 =16—4xzx) 加 (= 
2 l 4 怀 


呈 


号 


430 
司 到 FF 
i 
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再 将 式 (2-17) 代 入 目标 函数 式 (2-11) 得 到 


z=9 二 2x1 一 让 (2-18) 


4 


是 一 
从 目标 函数 的 表达 式 (2-18) 中 可 以 看 到 , 非 基 变量 zl 的 系数 是 正 的 ,说 明 目 标 郴 数 
值 还 可 以 增 大 ,XX 不 一 定 是 最 优 解 。 于 是 再 用 上 述 方法 ,确定 换 入 、 换 出 变量 ,继续 迷 
代 ,再 得 到 另 一 个 基 可 行 解 和 
本 
再 经 过 一 次 迭代 ,再 得 到 一 个 基 可 行 解 区 3 
ps Se 
而 这 时 得 到 目标 图 数 的 表达 式 
二 一 ]4 一 .人 天 一 人 Co (2-19) 
再 检查 式 (2-19) ,可见 到 所 有 非 基 变量 rs ,zs 的 系数 都 是 负数 。 这 说 明 若 要 用 剩余 资源 
za 就 必须 文 付 附加 费用 。 所 以 当 x3 二 二 0 时 , 即 不 再 利用 这 些 资 源 时 ,目标 限 数 达 
到 最 大 值 。 所 以 入 是 最 优 解 。 即 当 产 品 I 工 生产 4 件 , 产 品 工 生产 2 件 , 工 厂 才 能 得 到 最 
大 利润 。 通 过 上 例 , 可 以 了 解 利用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 的 思路 。 现 将 每 步 迭 代 得 
到 的 结果 与 图 解法 作 一 对 比 ,其 几何 意义 就 很 清楚 了 ，。 
原 例 2-1 的 线性 规划 问题 是 二 维 的 , 即 两 个 变量 zi ,zz; 当 加 入 松弛 变量 zs ,z4yzs 
后 ,变换 为 高 维 的 ,这 时 可 以 想象 ,满足 所 有 约束 条 件 的 可 行 域 是 高 维 空间 的 凸 多 面体 ( 凸 
集 )。 这 凸 多 面体 上 的 顶点 ,就 是 基 可 行 解 。 如 回 到 平面 坐标 的 情况, 初始 基 可 行 解 三 
(0,0,8,16,12) 就 相当 于 图 2-2 中 的 原点 (0,0),X 一 (0,3,2,16,0)7 相当 于 图 2-2 中 
的 QQ 点 (0,3)5 瑟 2 一 (2,3,0,8,0) 相当 于 图 2-2 中 的 名 点 (2,3)， 最 优 解 入 一 
(4,2,0,0,4)1 相当 于 图 2-2 中 的 Q 点 (4,2)。 从 初始 基 可 行 解 站 开始 迭代 ,依次 得 到 
XXX。 这 相当 于 图 2-2 中 的 目标 函数 平移 时 ,从 0 点 开始 ,首先 碰 到 Q& ,然后 碰 
到 Q; ,最 后 达到 Q;。 下 面 讨论 一 般 线性 规划 问题 的 求解 。 


2.3.2 初始 基 可 行 解 的 确定 


为 了 确定 初始 基 可 行 解 , 要 首先 找 出 初始 可 行 基 ,其 方法 如 下 。 
1. 直观 判断 
若 线 性 规划 问题 
max SO— a (2-20) 


> ,Pry = (2_21) 
一 1 


特 ? 音 线性 规划 右 单 病 形 ; 人 
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TQ0s F120 ,Nn 

从 Pj; (二 1,2,…,n) 中 一 般 能 十 接 观 察 到 存在 一 个 初始 可 行 基 
1 a 

yg 和 


2. 加 松弛 变量 
对 所 有 约束 条 件 是 “三 ”形式 的 不 等 式 , 可 以 利用 化 为 标准 型 的 方法 ,在 每 个 约束 条 件 
的 左 妆 加 上 一 个 松弛 变量 ， 经 过 整理 ,重新 对 < 二) Ma (1 = |] ,271 ; 7 二 1 ,2 ,71) 进行 


编号 , 则 可 得 下 列 方程 组 


er 加 网 2 时 lntn 一 Db 


Zl 
2 Ti 
: 2 
人 
| i Wa 
显然 得 到 一 个 mxXm 单位 矩阵 
1 0 »* 
B— (P, ,P;,"…,P,)— 站 
0 0 »* 
以 B 作为 可 行 基 。 将 式 (2-22) 每 个 等 式 移 项 得 
Xl i Mt ER 
Ts 一 一 站 (2_23) 


Lm 一 心 ， mm 二 lml UmiCn 


A 二 一 一 0; 由 式 (2=23) 可 得 
Ti 一 D (i 三 1 ,2,°° ,1m) 
又 因 6; 宇 0( 在 2.1.3 小 节 中 已 作 过 规定 ), 所 以 得 到 一 个 初始 基 可 行 解 
用 一 (2 A 
ee 
A 


n 一 1 个 


3. 加 人 工 变 量 
形式 的 不 等 式 及 等 式 约 束 情况 , 硅 不 存在 单位 矩阵 时 ,就 采用 


对 所 有 约束 条 件 是 “之 ” 
人 造 基 方法 。 即 对 不 等 式 约束 减 去 一 个 非 负 的 剩余 变量 后 ,再 加 上 一 个 非 负 的 人 工 变 量 ; 


左 3 2 LF 
吧 必 
oo 
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对 于 等 式 约 束 再 加 上 一 个 非 负 的 人 工 变量 ,总 能 得 到 一 个 单位 矩阵 。 关 于 这 个 方法 将 在 
2.5 方 中 进 一 步 讨论 。 
2.3.3 最 优 性 检验 与 解 的 判别 


对 线性 规划 问题 的 求解 结 玉 可 能 出 现 唯一 最 优 解 .无穷 多 最 优 解 ,无界 解 和 无 可 行 解 
四 种 情况 ,为 此 需要 建立 对 解 的 判别 准则 。 一 般 情 况 下 ,经 过 友 代 后 式 (2-23) 变 成 


zi=b— >》 ar 全 一 1)2， ,1m) Co 
将 式 (2-24) 代 入 目标 函数 式 (2- 20) ,整理 后 得 
= Sy 3 (ec 和 Iz; (2-20) 
I ] t= ] 


一 ] 了 一 弄 十 ] 

企 
人 YeB, ， 之 ; 一 a (7 二 区 二 1 ,nn) 
Ee a 

于 是 

二 十 > ee — (2 

j=ntl 
再 令 
We ti 
由 
二 Cn 十 bs JE; (2-27) 
了 了 一 班 十 ] 


1. 最 优 解 的 判别 规则 

车 一 (0 pb 0 0) 为 对 应 于 基 吾 的 一 个 基 可 行 解 , 且 对 于 所 有 
j= 二 mm 十 1,…,n, 有 5o; 三 0, 则 XX 为 最 优 解 。 称 o, 为 检验 数 。 

当 所 有 非 基 变量 的 oj 三 0 时 ,由 式 (2-27) 可 知已 不 存在 任 一 可 换 入 的 非 基 变量 ,使 目 
标 函 数 继续 增 大 。 所 以 以 o, 三 0 为 最 优 解 的 判别 准则 。 

2. 无 穷 多 最 优 解 判 别 规则 

苦头” 二 《601,52 ,… ,bm;0,… ,0)， 为 一 个 基 可 行 解 , 对 于 一 切 j= 二 m 十 1,…,n, 有 oj; 硅 
0, 又 存在 某 个 非 基 变量 的 检验 数 o, 4 一 0, 则 线性 规划 问题 有 无 穷 多 最 优 解 。 

证 ”只 需 将 非 基 变量 zx,,+: 换 和信 基 变 量 中 ,找到 一 个 新 基 可 行 解 和 ”。 因 o%+4 二 0, 由 
式 (2-27) 知 z= 二 zo，, 故 处 也 是 最 优 解 。 由 2. 2.2 小 节 的 定理 3 可 知 Xo0 ,X 连 线 上 所 有 
点 都 是 最 优 解 。 

3. 无 界 解 判别 规则 

0 为 一 基 梧 行 解 ; 有 一 个 二 0 并且 对 = 
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1,2,…,m, 有 ai.mn+s 三 0, 那么 该 线性 规划 问题 具有 无 界 解 (或 称 无 最 优 解 )。 
因 有 一 个 or+t 二 0, 它 对 应 的 非 基 变量 z+ 为 换 入 变量 ,使 目标 滑 数 值 继 续 增 大 ,但 
因 aj,n+: 夺 0, 这 时 无 换 出 变量 。 由 式 (2-24) 可 知 , 在 约束 条 件 xj; 宇 0 时 ,只 有 为 xj; 二 0 时 ， 
Xi 二 Bi, 否则 zx; 过 5b;; 现在 存在 af rss 和 0,zi 取 任何 大 于 0 的 值 ,就 有 zi 二 访 。 
证 ”构造 一 个 新 的 解 X"” , 它 的 分 量 为 
Ep Na 0) 
| 
TT; ==0, j=m 二 1l,…,n,H jm 二 Tk 
因 aiwn+x 硅 0, 所 以 对 任意 的 4 二 0 都 是 可 行 解 ,把 zz: 代入 目标 困 数 内 得 
攻 一 过 ee 
因 ceD0, 故 当 ) 一 十 ce , 则 > 一 十 co , 故 该 问题 目标 图 数 无 界 。 
以 上 讨论 都 是 针对 标准 型 , 即 求 目 标 了 图 数 极 大 化 时 的 情况 。 当 求 目 标 困 数 极 小 化 时 ， 
一 种 情况 如 前 所 述 , 将 其 化 为 标准 型 。 如 果 不 化 为 标准 型 ,只 需 在 上 述 第 1、 第 2 点 中 把 
0; 硅 0 改 为 二 0 第 3 点 中 将 ore>>0 改 写 为 mms0 即 可 。 
对 求解 结果 为 无 可 行 解 的 判别 将 在 2. 5. 2 小 节 中 讨论 。 


2.3.4 基 变 换 


若 初 始 基 可 行 解 X" 不 是 最 优 解 及 不 能 判别 无 界 时 ,需要 找 一 个 新 的 基 可 行 解 。 具 
体 做 法 是 从 原 可 行 解 基 中 换 一 个 列 回 量 ( 当 然 要 保证 线性 独立 ) ,得 到 一 个 新 的 可 行 基 ,这 
称 为 基 变 换 。 为 了 换 基 , 先 要 确定 换 人 变量 ,再 确定 换 出 变量 ,让 它们 相应 的 系数 列 向 量 
进行 对 换 ,就 得 到 一 个 新 的 基 可 行 解 。 

1. 换 入 变量 的 确定 

由 式 (2-27) 看 到 , 当 某 些 oj 二 0 时 ,zi 增加 则 目标 函数 值 还 可 以 增 大 ,这 时 要 将 某 
个 非 基 变量 zx; 换 到 基 变 量 中 去 ( 称 为 换 入 变量 )。 若 有 两 个 以 上 的 二 0, 那 么 选 哪个 非 
基 变 量 作 为 换 人 变量 呢 ? 为 了 使 目标 函数 值 增 加 得 快 ,从 直观 上 一 般 选 o; 二 0 中 的 
大 者 即 

max (Ooi 一 0) 一 ax 

则 对 应 的 zx; 为 换 和 人 变量。 但 也 可 以 任 选 或 按 最 小 足 码 选 。 

2. 换 出 变量 的 确定 

设 P,P;,…,P, 是 一 组 线性 独立 的 向 量 组 ,它们 对 应 的 基 可 行 解 是 XX”。 将 它 代 入 
约束 方程 组 式 (2-21) 得 到 


Dr?P,=b (2-28) 
=] 


其 他 的 向 量 Pr ,P+s，,… ,Pn+,，…,P, 都 可 以 用 P,P ,…,P。 线性 表示 , 若 确定 非 基 变 
量 Pj;, 为 换 人 变量 ,必然 可 以 找到 一 组 不 全 为 0 的 数 (i 王 1,2,…,m) 使 得 


a 
a 
© 
司 


(3 
志 世 小 
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| p32 we 


或 天 ， 一 - >a. "iP;=0 0 
在 式 (2-29) 两 边 同 乘 一 个 正 数 9, 然 后 将 它 加 到 式 (2- 28) 上 ,得 到 
2 趟 要 [sr 一 > BuntPi)=—b 
二 和 天 
> tp — 8,1)Pi+oOP,,, =b (2-30) 


当 9 取 适 当 仁 时 ， 就 能 得 到 满足 约束 和 条 件 的 一 个 新 的 基 可 行 解 ( 即 非 零 分 量 的 数目 不 大 于 
nz 个 》。 2 个 为 零 , 并 保证 其 余 的 分 量 为 非 


负 。 这 个 要 求 可 以 用 以 下 的 办 法 达到 : (一 1,2,…,72)， 因 为 0 必须 是 


5 
正 数 ,所 以 只 (选择 严 一 >00G 二 1,2,…,m) 中 比值 最 小 的 等 于 9。 以 上 描述 用 数学 式 表 


mE 
0 = min| 天 一 和 
这 时 x 为 换 出 变量 。 按 最 小 比值 确定 0 值 , 称 为 最 小 比值 规则 或 0 规划 。 将 9 如 一 
入 X 中 , 便 得 到 新 的 基 可 行 解 


(0) 
wrfl) (0) _ I 
= 人 z i, L Pp 


示 为 


Bents>0 ]=¥ 
代 


人 
人 
第 /个 分 量 
(0) (0) 
(0) __ 1! Ti 
mn Pi Ht 十 下 ,0 和 ' E ,QO 
pw bP 了 Hii 
第 mr 十 +t 个 分 量 
由 此 得 到 由 XX 中 转换 到 XX 的 各 分 量 的 转换 公式 
(0) 
zf0 一 一 一 。B + (i)) 
证 的 Bm 
(0) 
(i=1) 
lm 


这 里 zx;” 是 原 基 可 行 解 和 ”的 各 分 量 ; zi 是 新 基 可 行 解 天 :的 各 分 量 ; 8 是 换 人 回 
量 已 ,+ 的 对 应 原来 一 组 基 回 量 的 坐标 。 现 在 的 问题 是 ,这 个 新 解 是 ”的 六 个 非 零 分 量 对 应 
的 列 癌 量 是 否 线 性 独立 ?事实 上 , 因 ”的 第 / Neer X2 的 相应 分 量 是 零 , 即 

x 一 08， | 一 
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其 中 z5 ,0 均 不 为 零 ,根据 0 规则 (最 小 比值 ) ,Bw+: 隆 0。X' 中 的 mm 个 非 零 分 量 对 应 的 
ni 个 列 癌 量 是 P,(j= 二 1 ,2,*… ,zm 天 | 者 这 组 回 量 不 是 线性 独立 , 则 一 年 可 以 找 
到 不 全 为 霉 的 数 aj ,使 


| bos (2-31) 
F 
成 立 。 又 因 
PP = > 了 HP (2-32) 
了 一 1] 


将 式 (2-32) 减 式 (2-31) 得 到 
(i Oj )P, 1 BrmreP 一 0 
了 一 1 


1 天 
由 于 上 式 中 至 少 有 有 ,+ 和 关 0, 所 以 上 式 表 明 Pi ,P; ,… ,也 是 线性 相关 ,这 与 假设 相 刻 导 。 
由 此 可 见 , 针 ?的 mm 个 非 零 分 量 对 应 的 列 癌 量 P;G 二 1,2,… ,mj 了 1) 与 P+ 是 线性 
独立 的 , 即 经 过 基 变 换 得 到 的 解 是 基 可 行 解 。 实 际 上 ,从 一 个 基 可 行 解 到 另 一 个 基 可 行 解 
的 变换 ,就 是 进行 一 次 基 变 换 。 从 几何 意义 上 讲 , 就 是 从 可 行 域 的 一 个 顶点 转向 男 一 个 顶 
点 ( 见 图 2-2 解法 )。 


2.3.5 和 迭代 (旋转 运算 ) 


上 述 讨论 的 基 可 行 解 的 转换 方法 是 用 回 量 方程 来 描述 ,在 实际 计算 时 不 太 方 便 , 因 此 
采用 系数 矩阵 法 。 现 考虑 以 下 形式 的 约束 方程 组 
区 人 


Ty? 人 


[2=323) 
Tr Ti 
pe 

在 一 般 线 性 规划 问题 的 约束 方程 组 中 加 入 松弛 变量 或 人 工 变 量 后 ,很 容易 得 到 上 述 
形式 。 

讽 1 29 9m 为 基 变 量 , 对 应 的 系数 矩阵 是 mxXm 单位 阵 I , 它 是 可 行 基 。 令 非 基 
变量 zw+ly*zn+z，…yzn 为 零 , 即 可 得 到 一 个 基 可 行 解 。 大 它 不 是 最 优 解 , 则 要 为 找 一 个 
使 目标 函数 值 增 大 的 基 可 行 解 。 这 时 从 非 基 变量 中 确定 zi 为 换 入 变量 。 显 然 这 时 90 为 


0 一 min | 可 
人 


在 达 代 过 程 中 9 可 表示 为 


严 

pb, / pi 
0=min | 一 -ja 一 0 | 一 一 
(人 Uk 
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按 0 规 则 确定 z, 为 换 出 变量 ,zi ,zi 的 系数 列 癌 量 分 别 为 


a : 0 
CL og - 
| |<#— 人 
Pp, = 第 ! 个 分 量 
(了 
| 
ACE . \ 和 


为 了 使 x 与 zi 进行 对 换 , 须 把 Pi 变 为 单位 问 量 ,这 可 以 通过 式 (2-33) 系 数 和 矩阵 的 
增 广 矩 阵 进行 初等 变换 来 实现 。 


.下 1 Ei 昌吉 5 i | 3 二 二 硬 We pb 
i Dm A “” mn bi 
l tI,m 二 1 ”rs ”in bi | EB 
| ] Cm,m+t1 “"” mk nn Urmn Bs 


(1) 将 增 广 矩 阵 式 (2-34) 中 的 第 2 行 除 以 ax ,得 到 
CR nt 02 el 二 Ey 


Uk Uk | 
(2) 将 式 (2-34) 中 xz 列 的 各 元 素 , 除 a 变换 为 1 以 外 ,其 他 都 应 变换 为 零 。 其 他 行 
的 变换 是 将 式 (2-35) 乘 以 wx (i 隆 站 后 ,从 式 (2-34) 的 第 i 行 减 去 ,得 到 新 的 第 i 行 


in 


i en 国 bp: 
(082)0)— 000s ant — mt Oe b | 
Uk CR Ik CIR | 
由 此 可 得 到 变换 后 系数 矩阵 各 元 素 的 变换 关系 式 : 
人 a (天 站 i (zDD) 
i Uk / Lk 
Uij 一 ; = p 
(i=7) 全 一 已 
rh lk 
(3) 经 过 初等 变换 后 的 新 增 广 矩 阵 是 
TI TT Ti pb 
‘ 
ef pA Rn bi 
Tk 
0 (2-36) 
Ck 
0 mt 1 "J U "i pp. 
Uk 本 
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(4) 由 式 (2-36) 中 可 以 看 到 zzz， ,ze yzn 的 系数 列 向 量 构成 mr Xm 单位 矩 
阵 , 它 是 可 行 基 , 当 非 基 变量 z+t1，… ,Xl1，… ,Xs 为 零 时 ,就 得 到 一 个 基 可 行 解 于 '”， 
XY =Cbieb i 0 bbn 0 by 00)T 
在 上 述 系 数 和 矩阵 的 变换 中 ,元 率 i; 称 为 主 元 系 ( 也 称 为 枢 元 系 或 旋转 元 (pivot element))， 
所 在 列 称 为 主 元 列 , 它 所 在 行 称 为 主 元 行 。 元 素 wx 位置 变换 后 为 1。 
例 2-7 试用 上 述 方法 计算 例 2-6 的 一 次 基 变 换 。 
解 ” 将 例 2-6 的 约束 方程 组 的 系数 矩阵 写成 增 广 和 矩阵 
WE 
1 2 1 0 0|8 
[I4 0 0 1 0l16 
LG 4 0 0 11|12, 
当 以 rs ,Xs ,Ts 为 基 变 量 ,zj ,zs 为 非 基 变量 , 令 x ,xs 一 0, 可 得 到 一 个 基 可 行 解 
X00,816,12)" 
现 用 zs 去 替换 zs ,于 是 将 zs ,zeyzs 的 系数 矩阵 变换 为 单位 矩阵 ,经 变换 后 为 


1] Le Ls er .下 三 b 
iT 站 和 | 
4 0 0 1 1 


0 1 0 0 /4 | 3. 
令 非 基 变 量 zi ,zs 一 0, 得 到 新 的 基 可 行 解 
dh | 


2.4 单纯 形 法 的 计算 步骤 
根据 以 上 讨论 的 结果 ,将 求解 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 的 计算 步骤 归纳 如 下 。 


2.4.1 单纯 形 表 
为 了 便于 理解 计算 关系 , 现 设计 一 种 计算 表 , 称 为 单纯 形 表 ,其 功能 与 增 广 和 矩阵 相 似 ， 


下 面 来 建立 这 种 计算 表 。 
将 式 (2-22) 与 目标 男 数 组 成 ?十 1 个 变量 ,m 十 1 个 方程 的 方程 组 。 
.1 eo hhh 
二 ER 


eS Ee i 于 一 和 
— 
为 了 便于 友 代 运算 ,可 将 上 述 方程 组 写成 增 广 和 矩阵 


WW 
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Vy 3 TL 
了 让 es 人 a 0 | 
右 将 z 看 做 不 参与 人 它 与 zl ,zz， ,Xm 的 系数 构成 一 个 基 , 这 时 可 采 
用 行 初等 变换 将 clycz ycn 杰 换 为 雯 ,使 其 对 应 的 系数 矩阵 为 单位 定 阵 。 得 到 


一 人 工 ， 十 ] *， Tn bp 

0 0***0 1,m+l 9 Uln pi 

() 0 1 哪 二 硬 0 2,m+l | CL an bs 

() 人 0 蝇 1 Ct 人 
Fit 十] nt pb, 
1 rt ji 

1 0 0 | 0 I 一 一 ， Cu a i Ce -一 一 证 于 EE ， 三 ; pb. | 
i 二 】 — | 

| 


可 根据 上 述 增 广 和 矩阵 设计 计算 表 , 见 表 2-2。 
表 2-2 


Cl 分 1, 得 十 1 
Ca | 
Cr 


Ci im 二 ] 


让 一 了 


Xs 列 中 填 入 基 变 量 , 这 里 是 zx ,2 3, 工 mn; 
Cs 列 中 填 入 基 变 量 的 价值 系数 ,这 里 是 cj ,cs，… ,cm， 它 们 是 与 基 变 量 相 对 应 的 ; 
b 列 中 填 入 约束 方程 组 右 端 的 津 数 ; 
cj 行 中 填 入 变量 的 价值 系数 cc ,cs ，……:cv; 
0; 列 的 数字 是 在 确定 换 入 变量 后 , 按 09 规 则 计算 后 填 入 ; 
最 后 一 行 称 为 检验 数 行 ,对 应 各 非 基 变量 zi 的 检验 数 是 


mi 
Cj 上 本 了 Ls 
i=] 
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表 2-2 称 为 初始 单纯 形 表 ,每 迭代 一 步 构造 一 个 新 单纯 形 表 。 
2.4.2 计算 步骤 


(1) 根据 数学 模型 确定 初始 可 行 基 和 初始 基 可 行 解 ,建立 初始 单纯 形 表 .。 
(2) 计算 各 非 基 变量 zi 的 检验 数 是 
i > om 。 ns 
则 已 得 到 最 优 解 ， 可 终止 计算 。 否则 转 人 下 一 步 。 


(3) 在 oj 记 0,j 王 mx 十 1,…,n 中 , 硅 有 某 个 G4 对 应 zx 的 系数 列 癌 量 Pi 硅 0, 则 此 问题 
属 无 界 ,终止 计算 。 否 则 , 转 入 下 一 步 。 


(4) 根据 max (cj 二 0) 一 ae ,确定 x 为 换 入 变量 , 按 09 规 则 计算 
[2 pb, 
六 一 min 本 人 
可 确定 zi 为 换 出 变量 , 转 入 下 一 步 。 
(5) 以 ans 为 主 元 素 进 行 迭代 ( 即 用 高 斯 消去 法 或 称 为 诞 转 运算 ), 把 x 所 对 应 的 


询问 量 
lk 0 
Cag ' 
变换 为 | : 
P, 一 i se ] < 一 第 ! 行 
mk . 0 


将 Xs 列 中 的 xz, 换 为 zx; ,得 到 新 的 单纯 形 表 。 重 复 (2) 一 (5) ,直到 终止 。 
现 用 例 2-1 的 标准 型 来 说 明 上 述 计 算 步 又 。 
(1) 根据 例 2-1 的 标准 型 , 取 松 弛 变量 rs ,zi ,zs 为 基 变 量 , 它 对 应 的 单位 矩阵 为 基 。 
这 就 得 到 初始 基 可 行 解 
Rt. 12" 
将 有 关 数 字 填 入 表 中 ,得 到 初始 单纯 形 表 , 见 表 2-3。 
表 2-3 


8. 
c 全 ES 生生 
0 ] 4 
U 4 0 1 一 
0 0 0 0 3 


Cs 一 息 。 2 3 
2 | 
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表 2-3 中 左上 角 的 c; 是 表示 目标 图 数 中 各 变量 的 价值 系数 。 在 Cs 列 填 人 初始 基 变 
量 的 价值 系数 ,它们 都 为 老 ,各 非 基 变量 的 检验 数 为 
01 一 Cl 一 2& 一 2 一 (0X1 十 0 关 4 十 0X0) 一 2 
0 一 Cz 一 z&2 一 3 一 (0X2 十 00 十 0 关 4) 一 3 
(2) 因 检 验 数 都 大 于 零 , 且 Pi ,P; 有 正 分 量 存 在 , 转 入 下 一 步 ; 
(3) max (ol ;0,) 二 max (2, 3) 一 3, 对 应 的 变量 x, 为 换 入 变量 ,计算 0 


aa>0 =min ts =3 


它 所 在 行 对 应 的 zs 为 换 出 变量 。xs, 所 在 列 和 xs 所 在 行 的 交叉 处 [4] 即 为 主 元 率 。 
(4) 以 [4 为 主 元 素 进 行 旋转 运算 或 欠 代 运算 , 即 初 等 行 变 换 , 使 P, 变换 为 
C005177 ;在 Xp 列 中 用 2 替换 25， 于 是 得 到 新 表 we 


a EE 
c 5 相对 要 重要 区 
| ] 
0 
. 0 | 


六 列 的 数 宇 是 了 ;一 2,z 二 16,zxs 二 3 
是 得 到 新 的 基 可 行 解 居 一 (0,3,2,16,0) 
目标 函数 的 取 值 = 一 9 
(5) 检查 表 2-4 的 所 有 cj 一 z; ,这 时 有 ci 一 z 二 2; 说 明 zx 应 为 换 人 变量 。 重 复 (2) 一 
(4) 的 计算 步骤 ,得 表 2-5。 


表 2-5 


Ui2 


0 一 min | ny 


2 2 1 0 
0 8 0 ] 4 
3 3 0 0 12 


因 表 2-5 中 变量 zs 列 检验 数 为 正 , 故 继续 迭代 运算 得 表 2-6。 


(6) 表 2-6 最 后 一 行 的 所 有 检验 数 客 已 为 负 或 过 。 这 表示 目标 图 数 值 已 不 可 能 再 增 
大 ,于 是 得 到 最 优 解 


是 一 (4 y 2 ss) 
目标 函数 值 0 


2.5 单纯 形 法 的 进一步 讨论 


2.5.1 人工 变量 法 


在 2. 3. 2 小 节 中 提 到 ,用 添加 人 工 变量 法 可 以 得 到 初始 基 可 行 解 。 这 里 加 以 讨论 。 
设 线性 规划 问题 的 约束 条 件 是 


> Px;=b 
= 
分 别 给 每 一 个 约束 方程 加 入 人 工 变量 rrl,…，,zs+w，* 得 到 
ee = 
W211 i es 1 = bs 
本 十 并 ， 一 产 


i es 0 
以 zl Xa+m 为 基 变 量 , 并 可 得 到 一 个 mXm 单位 矩阵 。 令 非 基 变量 zx,… ,x 为 零 ， 
便 可 得 到 一 个 初始 基 可 行 解 
大风 一 (0 Oweny05 而 有 3 

以 下 讨论 如 何 解 含 有 人 工 变量 的 线性 规划 问题 。 

1. 大 MM 法 

在 一 个 线性 规划 问题 的 约束 条 件 中 加 进 人 工 变 量 后 ,要 求人 工 变 量 对 目标 函数 取 值 
不 受 影响 ,为 此 假定 人 工 变 量 在 目标 清 数 中 的 系数 为 (一 M)(M 为 任意 大 的 正 数 ) ,这样 
目标 遇 数 要 实现 最 大 化 时 ,必须 把 人 工 变量 从 基 变 量 换 出 。 耕 则 目标 函数 不 可 能 实现 最 
大 化， 


pp 
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例 2-8 现 有 线性 规划 问题 
min z= —3z1 Tx Tx 

| 让 EL 
一 4z1 十 了 十 2z 之 3 
— ZT 十 zs] 

x Ee 

试用 大 M 法 求解 。 

解 ” 在 上 述 问 题 的 约束 条 件 中 加 入 松弛 变量 zx ,剩余 变量 zx; ,人 工 变 量 ze ,zi ,得 到 
和 


二 让 pe 一 11 
一 十 .证 人 一 一 3 
一 十 -证 号 于 二 | 


二 
这 里 员 是 一 个 任意 太 的 正 煞 。 
用 单纯 形 法 进行 计算 时 , 见 表 2-7。 因 本 例 是 求 min, 所 以 用 所 有 cj 一 z; 宇 0 来 判别 
目标 因数 是 否 实现 了 最 小 化 。 表 2-7 中 的 最 终 表 表 明 已 得 到 最 优 解 是 
XI 二 4， LT 一 |， Zi 一 9， XTXs Te X70 


目标 田 数 之 二 一 2 
表 2-7 


°° | °°。 | 0 11s ls 
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2. 两 阶段 法 
下 面 介 绍 求解 加 入 人 工 变量 的 线性 规划 问题 的 两 阶段 法 。 
第 一 阶段 : 不 考虑 原 问题 是 否 和 存在 基 可 行 解 ; 给 原 线 性 规划 问题 加 入 人 工 变 量 ,并 
构造 仅 含 人 工 变量 的 目标 函数 和 要 求实 现 最 小 化 。 如 
Mn ww — ue eT OO 
oa 


W211 于 de ee ke a 一 心 > 


Re Te Be Rp, pe er 
a 
然后 用 单纯 形 法 求解 上 述 模型 , 若 得 到 w 二 0, 这 说 明 原 问题 存在 基 可 行 解 , 可 以 进行 
第 二 阶段 计算 。 否 则 原 问 题 无 可 行 解 ,应 停止 计算 。 
第 二 阶段 : 将 第 一 阶段 计算 得 到 的 最 终 表 ,除去 人 工 变量 。 将 目标 另 数 行 的 系数 , 换 
为 原 问 题 的 目标 图 数 系数 ,作为 第 二 阶段 计算 的 初始 表 。 
各 阶段 的 计算 方法 及 步骤 与 2. 3 市 单纯 形 法 相同 。 下 面 举例 说 明 ，。 
例 2-9 线性 规划 问题 
和 下 
生生 
二 
一 十 xs 一 1 
基站 ， 攻 09， 0 
试用 两 阶段 法 求解 。 
解 ” 先 在 上 述 线性 规划 问题 的 约束 方程 中 加 入 人 工 变 量 ,给 出 第 一 阶段 的 数学 
模型 为 


min w= xe 二 x7 


一 册 十 了 十 之 7 一 5 Te 一 了 
一 于 9 二 


i sh 
这 里 re,zy 是 人 工 变 量 。 用 单纯 形 法 求解 , 见 表 2-8。 第 一 阶段 求 得 的 结果 是 w= 二 0, 得 到 
最 优 解 是 
TI 一 0， To 一 1， 一 |， zl2, zxs—xe X70 
因 人 工 变量 ze 一 zz 一 0, 所 以 (0,1,1,12,0) 是 这 线性 规划 问题 的 基 可 行 解 。 于 是 可 以 进 
行 第 二 阶段 运算 。 将 第 一 阶段 的 最 终 表 中 的 人 工 变量 zs ,zr 的 列 删除 ,并 在 变量 zl ,zz， 
zs 的 ci 处 十 人 原 问 题 的 目标 图 数 的 系数 。 进 行 第 二 阶段 计算 , 见 表 2-9。 
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表 2-8 


9 下 尖 桥 现 本 可 医 本 本 本 开本 本 本 本 可 瑟瑟 了 


从 表 2 一介 中 得 到 最 优 解 为 TI 一人， = 一 目标 函数 值 TE 
2.5.2 无 可 行 解 的 判别 规则 
用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 时 ,在 添加 人 工 变量 后 , 才 有 可 能 出 现 无 可 行 解 。 因 为 
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人 工 变量 是 后 加 人 到 原 约 束 条 件 中 的 虚拟 变 人 的 变换 将 它们 从 基 变 量 中 逐 
个 蔡 换 出 来 。 基 变量 中 不 再 含有 非 零 的 人 工 变 ep 右 在 最 终 表 中 当 
所 有 ec; 一 = 和 0, 而 在 基 变 量 中 还 有 某 个 非 : 巡 人 1 工 变 量 ,这 表示 原 问 题 无 可 行 解 。 


2.5.3 退化 


单纯 形 法 计算 中 用 0 规则 确定 换 出 变量 时 ,有 时 存在 两 个 以 上 相同 的 最 小 比值 ,这 样 
tne di 这 时 换 出 变量 x 二 0， 
迭 代 后 smeeneyaenarterpogowpanweidioere 有 人 构造 了 一 个 特例 , 当 出 现 退 化 
时 ,进行 多 次 迭代 ,而 基 从 Bi1,B;,…, 又 返回 到 Bi, 即 出 现 计 算 过 程 的 循环 , 便 永 还 达 不 
到 最 优 解 。 
尽管 计算 过 程 的 循环 现象 极 少 出 现 , 但 还 是 有 可 能 的 。 如 何 解决 这 一 问题 ? 先后 有 
人 提出 三 摄 动 法 2”“ 字 盘 序 法 ”。1974 年 由 动 兰 特 (Bland) 提 出 一 种 简便 的 规则 ,简称 动 
兰 特 规则 : 
(1) 选取 c 一 = 二 0 中 下 标 最 小 的 非 基 变 量 zx 为 换 人 变量 , 即 
ER—min (le —z; 0) 
(2) 当 按 9 规则 计算 存在 两 个 和 两 个 以 上 最 小 比值 时 ,选取 下 标 最 小 的 基 变 量 为 换 


JE 
出 变量 。 


按 勃 兰 特 规 则 计算 时 ,一 定 能 避免 出 现 循环 。 证 明 可 见 本 篇 参考 资料 [4] 。 
2.5.4 检验 数 的 几 种 表示 形式 


的 判别 准则 ,此 外 还 有 基 他 的 形式 。 为 了 避免 混 消 , 现 将 几 种 情况 归纳 如 下 。 
设 sa ym 为 约束 方程 的 基 变 > 量 ,于 是 - 器 得 


nn 
Ti = b:; — ey i 一 | ,2，… IN 


一斑 十 ] 


将 它们 代入 目标 函数 后 ,可 有 两 种 表达 形式 


一 ] 了 一 广 十 ] 
一 zo 十 pa [es — C2 
j= 十 1 
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= (Ry — Bi (2=36) 
j—mtl 
要 求 日 标 函 数 实 现 最 大 化 时 ,车 用 式 (2-37) 来 分 析 ,就 得 到 ec, 一 = 和 过 0(0 一 1.,2,…,7) 的 判 
别 准则 。 若 用 式 (2-38) 来 分 析 ,就 得 到 z, 一 c; 宇 0 二 1,2,…,n) 的 判别 准则 。 
同样 ,在 要 求 目 标 函 数 实现 最 小 化 时 ， BIA ORES ss 这 时 分 别 用 
一 宇 0 或 zj 一 cj 硅 0G 二 1,2,…,n) 来 判别 目标 函数 已 达到 最 小 。 现 将 几 种 情况 汇总 
2-10。 读 者 可 按 上 自己 的 习惯 选用 。 


表 2-10 
标 准 型 
检 验 数 i i ; 
一 全 0 
让 三 0 


2.5.5 单纯 形 法 小 结 
(1) 根据 实际 问题 给 出 数学 模型 , 列 出 初始 单纯 形 表 。 进 行 标 准 化 , 见 表 2-11。 


表 2-11 
和 令 zj 二 一 xj; zj 守 0 
令 者 一 一 敢 ; 过 , 示 >0 
多 不 需要 处 理 

约束 条 件 两 端 同 乘 一 1 
加 松弛 变量 zs 
人 加 人 工 变量 zu 

减 去 剩余 (松弛 ) 变 量 zs ,加 人 工 变量 rz。 

日 不 需要 处 理 
标 令 :一 一 <， 求 max zz 
Ea 松弛 变量 xz, 0) 
数 加 入 变量 的 系数 人 工 变 量 xs | 一 M 


分 别 以 每 个 约束 条 件 中 的 松弛 变量 或 人 工 变 量 为 基 变 量 , 列 出 初始 单纯 形 表 。 
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(2) 对 目标 函数 求 max 的 线性 规划 问题 ,用 单纯 形 法 计算 步骤 的 框图 见 图 2-9。 


浴 加 松弛 变量 、 人 工 .变量 
列 出 初始 单纯 形 表 


计算 非 基 变 
各 列 的 检验 数 o 


某 非 基 变 量 
i 


成 优 和 解 


汪 
无 可 行 解 元 廓 多 最 估 角 

对 任 一 Cn0 二 

i pat 才 | ”无 界 解 


令 gmax{o,} 
Xf 为 换 人 变 且 
夺 代 运算 
(1) 用 非 基 变量 xx 替换 基 变 量 x 
对 所 有 ai>0 计 算 (2) 令 主 元 素 行 (第 7) 
ee bye 一 广 ) :GUN GAN 一 oj 


Oi=bilait (3) 对 主 元 素 列 (第 /由 
今 @=min{01 令 ] 字 ai0 祝 其 他 元 索 


(4) 表 中 其 他 行列 元 
xz 为 换 出 变量 区 
他 Qi 斑 


i " di i 
en 为 主 元 对 bh an 


pA— x :Ui pb; 


2.6 应 用 举例 


一 般 来 讲 ,一 个 经 济 .管理 问题 凡 满 足以 下 条 件 时 ,才能 建立 线性 规划 的 模型 。 

(1) 要 求解 问题 的 目标 函数 能 用 数值 指标 来 反映 , 且 为 线性 函数 ; 

(2) 存在 着 多 种 方案 及 有 关 数 据 ; 

(3) 要 求 达到 的 目标 是 在 可 以 量化 的 ,并 且 有 足够 数据 的 一 定 约束 条 件 下 实现 的 ,这 
些 约 束 条 件 可 用 线性 等 式 或 不 等 式 来 描述 。 

下 面 举 例 说 明 线 性 规划 在 经 济 管理 等 方面 的 应 用 。 

例 2-10 合理 利用 线材 问题 。 现 要 做 100 套 钢 染 , 每 套用 长 为 2.9m,2.1m 和 1. 5m 
的 元 钢 各 一 根 。 已 知 原料 长 7. 4m, 问 应 如 何 下 料 , 使 用 的 原材料 最 省 。 

解 最 简单 做 法 是 ,在 每 一 根 原 材料 上 截取 2.9m,2. 1m 和 1. 5m 的 元 钢 各 一 根 组 成 
一 套 , 每 根 原材料 剩 下 料 头 0.9m。 为 了 做 100 套 钢 架 , 需 用 原材料 100 根 , 有 90m 料 头 。 
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若 改 为 用 套 裁 , 这 可 以 节约 原材料 。 下 面 有 几 种 套 裁 方 案 ,都 可 以 考虑 采用 。 见 表 2-12。 
表 2-12 
下 料 根 数 


2.9 1 2 1 
| 
1;5 3 1 2 3 
合计 7.4 i: 1 7.1 6.6 

为 了 得 到 100 套 钢 架 ,需要 混合 使 用 各 种 下 料 方案 。 设 按 工 方案 下 料 的 原材料 根 数 


为 zi, 工 方 案 为 zs, 开 方 案 为 zs ,到 方案 为 zx，V 方案 为 zx;。 根 据 表 2-12 的 方案 ,可 列 出 
以 下 数学 模型 


- 
- 
aa 


下 12 一 人 


| TT2r» 1 一 100 
a i 要 5 一 100 
Si 下 .下 ry 十 3xs 二 100 


My i 

在 以 上 约束 条 件 中 加 入 人 工 变 量 x6 ,zi ,xs; 然后 用 表 2-13 进行 计算 。 

由 计算 得 到 最 优 下 料 方 案 是 ; 按 工 方案 下 料 30 根 ; 了 [方案 下 料 10 根 ; 到 方案 下 料 
50 根 。 即 需 90 根 原材料 可 以 制造 100 套 钢 架 。 

例 2-11 配料 问题 。 

某 工厂 要 用 三 种 原材料 C.P、H 混合 调配 出 三 种 不 同 规格 的 产品 A 、.B、D。 已 知 产 
癌 的 规格 要 求 ,产品 单价 ,每 天 能 供应 的 原材料 数量 及 原材料 单价 ,分 别 见 表 2-14 和 
表 2-15。 该 三 应 如 何 安排 生产 ,使 利润 收入 为 最 大 ? 

解 ”如 以 Ac 表示 产品 A 中 CC 的 成 分 ,Ap 表示 产品 A 中 忆 的 成 分 , 依 此 类 推 。 

根据 表 2-14 有 : 

1 


5 和。 Ap 十 A， Be 三 于， Br<5B (2-39) 


Ac 十 Apr 十 Ar 一 A 
这 里 人 (2-40) 
BeTBpTBp=B 


将 式 (2-40) 逐 个 代入 式 (2-39) 并 整理 得 到 


1 1 i 
了 Ac 了 AP 二 了 AH = 


第 2 灵台 
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表 2-13 


| em | i | | | | | | 
c Dem nl 
加 
天 证 天 证 天 证 本 证 到 证 到 于 到 
Mo 
” 
he 


国生 汪 
ET 
0 | 0 | 0 1-07 | M+0.0 M+0.12|—M-0.02) 


本 例 中 存在 多 重 最 优 解 , 请 读者 日 检 。 


表 2-14 
原材料 C 不 少 于 50% i 
原材料 P 不 超过 Ee 
原材料 C 不 少 于 
原材料 已 不 超过 jo 
D 不 限 
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] 3 1 
3 1 1 
-一 4bBec TBe TH Bn < 
1 ] 1 
sbc Tob 一 < 
表 2-15 
原材料 名 称 每 天 最 多 供应 量 /kg 单价 /( 元 /kg) 
C b5 
| a 
H 39 


表 2-15 表明 这 些 原材料 供应 数量 的 限额 。 加 入 到 产品 A、B、D 的 原材料 C 总 量 每 
天 不 超过 100kg,P 的 总 量 不 超过 100kg, 总 量 不 超过 60kg。 由 此 
二 有 Ds100 
Ap 十 Bp 十 Dp 过 100 
AH 十 Ba 十 Da 近 60 
在 约束 条 件 中 共有 9 个 变量 ,为 计算 和 叙述 方便 ,分 别 用 zi ，…,ze 表示 。 令 


二 1] 一 内- Mr 一 Ap Xs—Ap 


yy — Be Ts— Dp 1 
T7 一 山 rc Tag 一 山 p To = Dr 
由 此 约束 条 件 可 表示 为 
一 十 可 zs x30 
1 号 是 
4 tz sy 
3 1 1 
和 十 才 2 TzeS0 
-Fz + -zs<0 


Ti 十 Ti 十 二 100 
a E100 
i 
0 
我 们 的 目的 是 使 利润 最 大 , 即 产 品 价格 减 去 原材料 的 价格 为 最 大 。 
产品 价格 为 二 
35( 二 十 XTi 十 ze) 一 一 产品 B 
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25(zx7 十 xg 十 zx) 一 一 产品 DD 
原材料 价格 为 65(Zzi 十 4 十 区 7 ) 一 一 原材料 CC 
25(T; 十 Ts 十 Zs ) 一 一 原材料 PP 
35(《z 十 工 十 2 一 一 原材料 五 
目标 函数 
mare OC—0Gr Tar TE Tl Tr Ta 2 TT esT 一 
Bo -Te 
——1ir TT 25r Ti —300 Tl0r.— dO —10, 
为 了 得 到 初始 解 ,在 约束 条 件 中 加 入 松弛 变量 zi 一 zs 得 到 数学 模型 
十 
人 二) 


一 到 阅 十 却 刀 十 元 忆 十 mo 一 0 
tr 
oa 
ja 


和 天 TT TT = 100 

L009 

Ts xe Tx x —60 
Ti0 一 1,2, 16 


单纯 形 法 


上 述 数 学 模型 ,可 用 单纯 形 法 计算 ,经 过 4 次 迭代 ,获得 最 优 解 为 : zl 一 100.zs 一 50， 
is 一 50; 这 表示 需要 用 原料 C 为 100kg,P 为 50kg,H 为 50kg 构成 产品 A， 即 每 天 只 生 


产 产品 A 为 200kg。 从 最 终 计 算 表 中 得 到 ,总 利润 是 一 500 元 /天 。 


例 2-12 某 快 递 公 司 下 设 一 个 快件 分 拱 部 ,人 处理 每 天 到 达 和 外 寄 的 快件 。 根 据 统 计 


资料 及 经 验 预测 ,每 天 各 时 段 快 件数 量 如 表 2-16 所 示 。 


表 2-16 


时 自 到 达 快 件数 时 有 段 到 达 快 件数 


10:00 前 
10:00 一 11:00 
11:00 一 12:00 
12:00 一 13:00 
13:00 一 14:00 


14:00 一 15:00 
15:00 一 160:00 


16:00~—17:00 
17 :00 一 18:00 
18:00 一 19:00 


3 000 
4 000 
4 500 
3 500 
2 500 


oT 
pr 
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快件 分 拣 由 机 器 操作 ,分 拣 效率 为 每 台 500 体 /h ,每 台 机 器 操作 时 需要 配 一 名 职工 ， 
共有 11 台 机 器 。 分 措 部 一 部 分 是 全 日 制 职 工 , 上 班 时 间 分 别 为 10:00 一 18:00,11:00 一 
19:00 和 12:00 一 20:00 ,每 人 每 天 工资 150 元 ; 另 一 部 分 是 非 全 日 制 职工 ,每 天 上 班 5 小 
时 ,分别 为 13:00 一 18:00,14:;00 一 19;:00,15;00 一 20;00, 每 人 每 天 工资 80 元 。 快 件 处 理 
的 规则 是 从 每 个 整 点 起 可 处 理 该 整 点 前 到 达 的 快件 ,例如 从 11:00 起 可 处 理 10:00 前 和 
10:00 一 11:00 之 间 到 达 的 ,13:00 起 可 处 理 所 有 这 之 前 到 达 的 等 。 因 快件 有 时 间 性 要 求 ， 
凡是 12:00 前 到 达 的 快件 必须 在 14:00 以 前 处 理 完 ; 15:00 以 前 到 达 的 ,必须 在 17:00 以 
前 处 理 完 ; 全 部 快件 在 当天 20 :00 以 前 处 理 完 ，。 

问 该 分 拣 部 要 完成 快件 处 理 任 务 ,应 设 多 少 名 全 日 制 及 非 全 日 制 职 工 , 并 使 总 的 工资 
支出 为 最 少 。 

解 ” 设 zz .zs 分 别 为 从 10:00 一 18:00.11:00 一 19:00、12:00 一 20:00 上 班 的 全 日 
制 职工 ,yi 、y 、 ys 分别 为 从 13:00 一 18:00、 14:00 一 19:00、.15:00 一 20:00 上 班 的 非 全 日 制 
职工 。 

10:0011:00 12:00 13:00 14:00 153:00 16:00 17:00 18:00 19:00 20:00 


根据 题 蔓 , 可 列 出 目标 阴 数 和 约束 条 件 如 下 
min 之 一 150(x1 -| = Xs) -| 80 (Cy 十 ys 十 ys ) 


5007i < 5000 (DD 
1 000zi 十 500z， 三 9000 所 
1 500zl 十 1000zz 十 500zs 12000 司 
2 000zl 十 1500zs 十 1000zs 十 500y 之 16000 由 
2 500zl 十 2000z; 十 1500z; 十 1000w 十 500y， < 18500 名 
3 000zl 十 2 500zxzs 十 2000zs 十 1500 十 1000y 十 500y 和 过 21500 加 @ 
3 500zi 十 3 000z; 十 2 500z; 十 2000y 十 1500y 十 1000w 所 25500 
4000zl 十 3 500zrs* 十 3 000zrs 十 2500y 十 2000y* 十 1500ys 所 30000 
4000zl 十 4000zrs* 十 3500zrs 十 2500y 十 2500ys 十 2000y 三 33500 
4000zri 十 4000zs* 十 4000zs 十 2500 十 2500y 十 2500y。 宇 36000 QW 
2 000zi 十 1500zs 十 1000zs 十 500y, 宇 12000 人 OD 
3 500z1 十 3000za 十 2 500zrs 十 2000 十 1500ye 十 1000y% 之 21500 电 
a ee ee ps he < 11 (3 


i 2 0(7 站 ] se * Vy; = Oly — 1 ,.*** .3) 
的 束 条 件 四 一 回 为 各 时 段 内 投入 两 类 职工 数 和 可 处 理 该 时 段 前 到 达 的 快件 数 ， 


超过 4 万 元 ; 


超过 
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一 也 为 快件 处 理 时 限 的 要 求 ,W3 为 分 拒 机 带 的 限制 。 


本 题 求解 的 结果 有 两 个 : 

(1) fi 二 27 一 2 一 5 一 0 一 0 一 0; 

(2) 元 1 一 站 一代 ;一 0 一 0 一 0yy3 一 必 。 

总 工资 支出 均 为 1 350 元 /天 。 

例 2-13 连续 投资 问题 。 

某 部 门 在 今后 五 年 内 考虑 给 下 列 项 目 投资 ,已 知 : 

项 目 A, 从 第 1 一 第 4 年 每 年 年 初 需要 投资 ,并 于 次 年 年 未 回收 本 利 115% 

项 目 B, 第 3 年 年 初 需 要 投资 ,到 第 5 年 年 末 能 回收 本 利 125% ,但 规定 最 大 投资 额 不 


项 目 C, 第 2 年 年 初 需 要 投资 ,到 第 5 年 年 末 能 回收 本 利 140% ,但 规定 最 大 投资 额 不 
3 月 元 

项 目 也 ,5 年 内 每 年 年 初 可 购买 公 俩 ,于 当年 年 末 归 还 ,并 加 利 县 6% 。 

该 部 门 现 有 资金 10 万 元 , 问 它 应 如 何 确定 给 这 些 项 目 每 年 的 投资 额 , 使 到 第 5 年 年 


末 拥 有 的 黄金 的 本 利 总 额 为 最 大 ? 


解 
(1) 确定 决策 变量 
这 是 一 个 : 活 续 投资 问 是 ,与 时 间 有 关 。 但 这 里 设法 用 线性 规划 方法 ,静态 地 人 处理 ,以 


是 竺 


定 的 未 知 变量 。 根据 给 定 a 二 Pe 2-17 中 。 


表 2-17 
项 目 第 1 年 第 4 年 第 5 年 
A TA 4 
B 
em 
D XID TAD XsD 


(2) 投资 额 应 等 于 手中 拥有 的 资金 额 
由 于 项 目 D 每 年 都 可 以 投资 ,并 日 当年 年 末 即 能 回收 本 息 。 所 以 该 部 门 每 年 应 把 资 


金 全 部 投 出 去 ,于 中 不 应 当 有 剩余 的 丰沛 资金 。 因 此 


第 1 年 : 该 部 门 年 初 拥有 100 000 元 ,所 以 有 
TiaTTin—100 QO00 
第 2 年 ; 因 第 1 年 给 项 目 A 的 投资 要 到 第 2 年 年 才能 回收 。 所 以 该 部 门 在 第 2 年生 


初 拥 有 资金 额 仅 为 项 目 也 在 第 一 年 回收 的 本 息 zip (1 十 6%)。 于 是 第 2 年 的 投资 分 配 是 


DA 十 Xzc 十 zp 二 06x1p 
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第 3 年 ; 第 3 年 年 初 的 资金 额 是 从 项 目 A 第 1 年 投资 及 项 目 DD 第 2 年 投资 中 回收 的 
本 利 总 和 : zia(1 十 15%) 及 zzp (1 十 6%)。 于 是 第 3 年 的 资金 分 配 为 
天 十 Zi 十 Zi 一 1.15z 十 1.00zop 
第 4 年 : 同 以 上 分 析 , 可 得 
ye er A We re 
第 5 年 : 
xsp—=1. 15xs3a 1.06x4p 
此 外 ,由 于 对 项 目 B、C 的 投资 有 限额 的 规定 , 即 
zsB<40 000 
Te 30 000 
(3) 目标 函数 
问题 是 要 求 在 第 5 年 年 末 该 部 门 手 中 拥有 的 资金 额 达到 最 大 ,与 第 5 年 年 末 资 金 有 
关 的 变量 是 : ria,zsagyzzcyzsp 因此 这 个 目标 函数 可 表示 为 
max zz 一 1.157r 二 1. 40rc 十 1.259rop 十 1.0675n 
(4) 数学 模型 
经 过 以 上 分 析 , 这 个 与 时 间 有 天 的 投资 问题 可 以 用 以 下 线性 规划 模型 来 描述 
max z 一 1.157z4a4 十 1. 40rsce 十 1.25738 十 1.0675p 


满足 

TX1A 十 工 1D 一 100 000 
一 1.0671p TT xa TT Tac Tap 二 0 

—1.l15za€—1.06xpnT x TB Tap=0 

— Lm —— 一 0 

一 15 一 小 Wen -eg 一 0 

工 2C < 30 000 

i < 二 40 000 


二 sw 
(5) 用 两 阶段 单纯 形 法 计算 结果 得 到 
1 
C10 TC O00 元 ,一下 元 
这 3 年 ; zs4 二 0 元 ,X38 二 40 000 元 ,Xp 二 0 元 
市 下 和 一 45000 元 2 一元 
囊 5 年 :， Tsp 一 0 元 

一 修 投 呐 方案: 

党 1 年 :万 1 一 71 698 元 pp 一 28300 元 
第 2 年 : X24 二 0 元 ,zac 一 30 000 元 ,zsp 一 0 元 
A 0 0000 Ty 
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第 4 年 : 二 一 人 二 0D 一 由 元 

第 5 年 25 一 各 8220 元 

还 可 以 有 其 他 的 方案 。 

到 第 5 年 年 末 该 部 门 拥 有 资金 总 额 为 143 750 元 , 即 赢 利 43.75%。 


习题 


2.1 用 图 解法 求解 下 列 线 性 规划 问题 ,并 指出 问题 是 具有 唯一 最 优 解 .无穷 多 最 优 
解 、 无 界 解 还 是 无 可 行 解 。 


(1) max = 一 工 | 十 37s (2) min = 一 工 ] 十 1.57s 
57zi; 十 107, 近 50 

3 

二 训 呈 全 X22 


Le | a0 
-省 ] i 


(3) max 二 一 2F1 十 27， (#4) max 和 一 光一 天 
并 1 一 Xz 实 一 1 「 Zz1 一 Xz 室 0 
一 0.57 十 工 扫 2 二 
[Es Eis 0 


2.2 将 下 列 线 性 规划 问题 变换 成 标准 型 ,并 列 出 初始 单纯 形 表 。 
(1 Nu 
i 
i a 
i 
A $2 Ta 0, 4 无 约束 
(2) max s—= zi/ pn 


Me k= 1 ) 
2.3 ”在 下 面 的 线性 规划 问题 中 找 出 满足 约束 条 件 的 所 有 基 解 。 指 出 哪些 是 基 可 行 
解 , 并 代 和 人 目标 函数 ,确定 哪 一 个 是 最 优盘 。 


CY mann 0 TMT TE (2) max z— or 一 2 Tdrs — xs 
ele pn i me om Ke yy ey hs 
me y= i i ye de se 


A 3 3 .二 1 5 yr 
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2.4 用 单纯 形 法 求解 习题 2. 1 中 线性 规划 问题 (1) 一 (4) ,要 求 : 
(1) 分 别 验 证 在 2. 3.3 小节 和 2.5.2 小节 给 出 的 问题 具有 唯一 最 优 解 、 无 穷 多 最 优 
解 .无 界 解 、 及 无 解 时 的 判别 标准 。 
(2) 当 问 题 有 可 行 解 时 ,指出 单纯 形 法 迭代 的 每 一 步 相 当 于 图 形 上 哪 一 个 项 点 。 
2 5 
max > 一 27 十 工 
37zl 十 57y 所 15 
区 十 27y 和 雪 24 
Tl1572 之 0 
为 例 用 图 解法 ,具体 说 明 当 目标 函数 中 变量 的 系数 怎样 改变 时 ,使 满足 约束 条 件 的 可 行 域 
的 每 一 个 硕 点 ,都 有 可 能 使 目标 冰 数 值 达 到 最 优 。 
2.6 分 别 用 单纯 形 法 中 的 大 M 法 和 两 阶段 法 求解 下 述 线性 规划 问题 ,并 指出 属 哪 
一 类 解 。 


一 [二 
a 7? 二 
2 一 10 加 -rg -之 
0 i 0 


2.7 ， 求 下 述 线性 规划 问题 目标 函数 = 的 上 界 z* 和 下 界 2" 
max z=cx cx 
ee ee 
ee 
二 1 
Rm ld 01 一 lu S32 
,PY a 
2.8 表 2-18 是 某 求 极 大 化 线性 规划 问题 计算 得 到 的 单纯 形 表 。 表 中 无 人 工 变 量 ， 
aiyazyaiydciycz 为 待定 稼 数 。 试 说 明 这 些 篆 数 分 别 取 何 什 时 ,以 下 结论 成 立 。 
(1) 表 中 解 为 唯一 最 优 解 ; 
(2) 表 中 解 为 最 优 解 ,但 存在 无 穷 多 最 优 解 ; 
(3) 该 线性 规划 问题 具有 无 界 解 ; 
(4) 表 中 解 非 最 优 , 为 对 解 改 进 , 换 人 变量 为 zj , 换 出 变量 为 re。 
表 2-18 


a 


和 有 以 
[= 
Ca 3 所 
RS | 

一 

| | | a 
CI 让 二 

上 

I 
| | s 
HH -一 

Lm 一 司 己 


和 ]- 7 
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2.9 某 恒 夜 服 务 的 公交 线路 每 天 各 时 间 区 段 内 所 需 司 机 和 乘务 人 员 数 如 表 2-19 
所 示 : 

表 2-19 

班次 时 间 所 需 人 数 

6:00 一 10:00 60 
10:00 一 14:00 70 
14:00 一 18:00 60 
18:00 一 22:00 50 
22:00 一 2:00 20 


2:00~6:00 30 


设 司 机 和 乘务 人 员 分 别 在 各 时 间 区 段 一 开始 时 上 班 , 并 连续 工作 八 小 时 , 问 该 公交 线路 至 
少 配备 多 少 名 司机 和 乘务 人 员 。 列 出 这 个 问题 的 线性 规划 模型 。 

2.10 某 糖 果 厂 用 原料 A .BC 加 工 成 三 种 不 同 牌号 的 糖果 甲 、 乙 两。 已 知 各 种 牌 
号 糖果 中 A、B.C 含量 ,原料 成 本 ,各 种 原料 的 每 月 限制 用 量 , 三 种 牌号 糖果 的 单位 加 工 
费 及 售 价 如 表 2-20 表示 。 


表 2-20 
原 料 酉 :恒基 :到 古 - 测 原料 成 本 /( 元 /kg) | ”每 月 限制 用 量 /ke 
A 2 000 
B 2 500 
50% 1 200 


RE 0. 50 0. 40 0. 30 

问 该 三 每 月 应 生产 这 三 种 牌号 糖果 各 多 少 和 干 克 ,使 该 厂 获 利 最 大 ? 试 建 立 这 个 问题 
ce mg 

2.11 某 厂 生产 三 种 产品 1 ,1 ,了 轩 。 每 种 产品 要 经 过 A,B 两 道 工 序 加 工 。 设 该 厂 
有 两 种 规格 的 设备 能 完成 A ep 以 Al ,A, 表示 ; 有 三 种 规格 的 设备 能 完成 B 工 
序 ,它们 以 Bi ,B; ,Bs 表示。 产品 1 可 在 A,B 任何 一 种 规格 设备 上 加 工 。 产 品 [可 在 任 
何 规格 的 A 设备 上 加 工 , 但 完成 B 工序 时 ,只 能 在 Bi 设备 上 加 工 ; 产品 焉 只 能 在 A; 与 
B; 设备 上 加 工 。 已 知 在 各 种 机 床 设 备 的 单 件 工时 ,原材料 费 , 产 品 销售 价格 ,各 种 设备 有 
效 台 时 以 及 满 负荷 操作 时 机 床 设备 的 费用 如 表 2-21 所 示 ,要 求 安 排 最 优 的 生产 计划 ,使 
该 厂 利 润 最 大 。 
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4D8 
表 2-21 
设 和 设备 有 效 台 时 满 生 和 谷 时 的 
设备 费用 /元 
Ai 300 
A 32] 
Bi 250 
BB 783 
b; 200 


原料 费 /( 元 / 件 ) 0. 25 0. 35 0. 50 
单价 /( 元 / 件 ) 1. 25 2. 00 2. 80 


HAPTER 3 
第 3 章 
对 偶 理 论 和 灵敏 度 分 析 


3.1 单纯 形 法 的 矩阵 摘 述 


现在 用 和 矩阵 描述 单纯 形 法 的 计算 过 程 。 它 将 有 助 于 对 单纯 形 法 的 理解 ,以 及 学 习 对 
偶 理 论 和 灵敏 度 分 析 。 
设 线性 规划 问题 : max z 二 CX; AXb; XX 宇 0。 在 加 入 松弛 变量 和 Xs 二 (zx, ,Zz ，*…， 
zy ) 以 后 , 它 对 应 的 目标 函数 中 系数 Cs 二 0, 得 到 标准 型 
max z= 二 CXCXs; AX+IX。 一 b; 有， 古 s 之 0 Ea 
这 里 的 I 是 m Xm 单位 矩阵 。 夺 以 下 ;为 苛 变 量 , 这 时 可 标记 成 年 8;。 其 对 应 的 单位 
和 矩阵 便 是 基 和 矩阵 B, 这 时 将 系数 矩阵 (A, 了 分 为 (B,，N) 两 块 。N 是 非 基 变量 的 系数 矩 


有 
阵 。 相 应 的 决策 变量 被 分 为 大 一 x | 同时 将 目标 图 数 的 系数 CC,Cs) 分 别 对 应 于 基 


Ts| 


变量 和 非 基 变量 ,并 记 作 (Cs ,Cn)。 这 时 不 论 是 初始 状态 ,还 是 迭代 后 的 关系 式 都 可 以 表 


述 为 
ee .TAs | 
日 标 了 负数， INaAX TT (Cs ;Ca ) | x 一 Cp 半 p 二 Cn 六 {3-2 
本 
约束 条 件 : (B,N) jm ~ BXs+NX,=b (0 
~N |) 
非 值 条 件 ， 下 8 ; 刁 N: 宇 0 (3=4) 
将 式 (3-3) 移 项 后 ,得 BXp 一 b 一 NXw ,然后 给 等 式 两 边 左 乘 再 -后 ,可 解 得 
Xn 一 Bbp—B'NX, (6) 


将 式 (3-5) 代 人 目标 图 数 式 (3-2) ,得 到 
= 一 Cp( 有 -六 一 一 NENV) + CVXN 
一 CpB b+ (Cw — CpB™N)XN (3-6) 


Bib | 
今 非 基 变量 Xn 一 0, 可 得 到 基 可 行 解 x"=[ | 目标 图 数 > 一 Ca 有 7。 
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用 和 矩阵 描述 时 ,0 规则 的 表达 式 是 
(Bb), (Bb), 
Ln (BP,), 

这 里 的 (BT'b); 表 示 (B 'b) 中 的 第 i 个 元 素 ; 换 和 人 变量 zx 列 癌 量 是 (B 7'P,),(B 7 'Pi), 表 
示 问 量 (B-!P, ) 中 第 /个 元 素 , 其 对 应 的 换 出 变量 x,。 

这 里 的 表达 式 的 形式 与 第 2 章 中 有 所 不 同 ; 但 其 含义 完全 相同 。 这 里 不 再 重 述 。 

(1) 在 初始 状态 ,由 于 闫 在 式 (3-2) 中 的 系数 是 0, 在 a 量 Xs 的 系 
数 (Csp 一 CsB-!1B) 一 0, 车 站 的 元 素 都 为 基 变 量 时 , 即 Xs 检 验 数 为 0。 若 和 迭代 运算 后 , 慎 s 
的 部 分 元 条 是 属于 基 变 量 , 其 对 应 的 系数 是 0; 属于 非 基 变 量 的 部 分 元 系 ,其 对 应 的 系数 
是 非 零 。 

(2) 从 式 (3-6) 可 知 非 基 变 量 Xw 的 系数 是 (CN 一 CsB-N) , 非 基 变量 的 系数 (CC 一 
CsB N) 就 是 第 2 章 中 用 符号 cj 一 zj; (二 1，2,…,n) 表 示 的 检验 数 。 这 时 有 六, 的 某 j 元 
素 属 于 非 基 变量 时 ,这 时 因为 cs。 三 0; P, .是 松弛 变量 单位 回 量 , 所 以 对 应 的 系数 是 
(一 CsB-1),。 因此 所 有 检验 数 可 以 用 CCsB-14 与 CsB-! 表 示 。 

(3) 单纯 形 表 与 矩阵 表示 的 关系 

经 过 壕 代 运算 后 ,只 是 在 构成 基 变 量 Xe 和 非 基 变量 XN 的 元 素 之 间 进 行 了 换 入 换 出 
交换 和 对 应 的 Cs:Cxv 元 素 的 相应 地 交换 的 改变 。 但 基 变 量 与 非 基 变量 的 分 块 关 系 没 有 
变 。 所 以 单纯 形 表 与 矩阵 表示 的 关系 可 用 表 3-1 表示 。 


表 3-1 

基 变 量 Xs 非 基 变量 %X、 等 式 右边 RHS 
系数 矩阵 B 
检验 数 Cs—CsB 1!B8=0 CN —CaB 1!N (—CsB 1) ,en —CsB !b 


表 3-1 即 为 迭代 后 的 单纯 形 计算 表 。 各 部 分 的 数字 都 用 B“!' 来 计算 的 。 此 外 还 可 以 
见 到 ,在 初始 单位 矩阵 的 位 置 ,经 过 挝 代 运 算 后 ,就 是 B ' 的 位 置 。 


3.2 单纯 形 法 的 矩阵 计算 


改进 单纯 形 法 的 基本 点 是 用 和 矩阵 计算 。 当 用 单纯 形 表 求解 线性 规划 问题 时 ,每 步 达 
代 都 要 计算 表 中 所 有 的 数字 。 实 际 上 由 2.4. 2 小 节 单 纯 形 法 计算 步骤 (2) 一 (5) 看 出 , 真 
正 用 到 的 数字 只 有 基 变 量 的 值 . 非 基 变 量 检验 数 和 换 入 变量 列 的 系数 。 即 
表 3-1 中 B-10,Cx 一 CeB-:N 和 了 -IN 中 换 入 变量 的 列 ,可 见 最 关键 是 B-! 秆 阵 的 计算 。 

下 面 讲述 单纯 形 法 迭代 中 下 一 个 表 中 基 的 逆 和 矩阵 瑟 吉 与 本 次 表 中 基 的 逆 和 矩阵 B-: 的 


= min| | (BP,), 人 > 0|= (3-7) 


二 cs ,为 本 次 表 中 的 数字 ， ds A 5 
出 的 公式 有 
.rr Ur 
;二 一 和 
CE Ik 


对 一 ,2 7; i 
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失 代 后 表 中 数字 ,a 为 主 元 系 。 由 2. 3.5 小 和 给 


oo 


…,n 上 述 关 系 式 可 写 为 


第 71 列 

下 

以 11 Eh lm ] — Wye inn Rr 0 NN ll 1m 
/ ’ 一 一 | 

| Ct Tr = () 1 /an 人 0 cil 全 人 Ct Ta 
里 | * | 

| CL mm OU (天 Hi 1 ] | Hn Cmm 

(1k — i 


因此 只 要 将 本 次 表 中 换 入 变量 的 列 | au | 变换 为 € 二 | Lau | 将 其 取代 Xm 的 


= 
单位 矩阵 的 第 /i 列 ,再 左 乘 本 次 表 中 基 的 逆 和 窍 阵 中 , 即 可 求 得 下 表 中 新 基 的 逆 定 阵 了 sev 。 
以 下 用 例子 说 明 Bass 的 求 取 和 单纯 形 法 用 和 矩阵 计算 的 具体 计算 过 程 。 
例 3-1 用 改进 单纯 形 法 , 即 单 纯 形 法 的 矩阵 计算 求解 线性 规划 问题 
max 世 一 27 TT3r TO0r TO0r TO0rs 
X12xs 二 Xs 二 8 


Cink 2 


ri 十 了 4 一 10 
4zxzs 十 x 二 12 
Er 
解 第 一 步 : 利用 前 市 中 矩阵 摘 述 线性 规划 问题 的 表达 式 ,给 出 初始 基 
i 和 丰 
且 , 一 (PP3: : 卫 ,Pi ) 一 |0 1 0 
‘0 0 1 


3 


这 是 单位 矩阵 ,其 逆 和 矩阵 也 是 单位 矩阵 。 初 始 基 变量 Xp 下 | 对 应 的 系数 Ca 二 


-9 
人 小 
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司 i 


(0,0,0); 非 基 变量 Xwv 一 | |; 对 应 的 系数 Cu 一 2,3)， 计算 非 基 变量 的 检验 数 ， 


1 0 gfL 2 
an 一 人 一 起 Ba No=(2,3)—(0,0,0)|0 1 0 二 0|={2,3) 
0 0 1 八 0 4 


下“ 和 


由 此 可 确定 x; 为 换 入 变量 ,计算 0 一 min | < 


对 应 的 换 出 变量 为 xs ,由 换 和 变量 x 的 系数 丫 量 P= 加 ,确定 4 为 主 元 素 , 然 后 计 


4 
一 VW i ww 一 1 
算 & 一 0 |,; 求 逆 知 阵 Bi "一 EBo "= 一 I0 1 gl 1 IY 1 0 
I) 0 0 la4n0 DW I (0 1 174 
刚 ， 
计算 非 基 变量 (zi,zs) 的 系数 和 矩阵: 由 和 Ni 一 | 4 ; 趟 换 为 
Gi 
Ll 一 1 l 1 
本 一 | 和 1 0||4 0|=|4 0 | 
0 0 1/4/ 八 0 1 0 1/4 
并 且 计 算 
i WW 
Bi "B=I0 1 0 ||16 |=|16 
0 /4J\12 上 
于 是 得 到 新 的 基 B, = (P; ,P, ,P: ) 。 
二 3 
新 基 变 理 一 一 | x 1, 非 基 变 量 XN wi ;相应 的 Ch, 一 (0,0,3) ,Cw 一 (2,0)， 
Bi Pe 
第 二 步 : 计算 非 基 变量 的 检验 数 
非 基 变 量 Xu 一 人 的 检验 数 
4 131 0 
gn, 一 CN 一 Ca Bi Ni 一 (2,0) 一 (0,0,3)|0 1 0||4 0 
0 0 174A 八 0 1 


一 一 多 
确定 对 应 的 换 入 变量 为 zj, 计算 


B; 的 逆 和 矩阵 
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i Br'P, >0) =-min( 十, 芭 ,3 一 2 
对 应 的 换 出 变量 为 xs, 由 此 得 到 新 的 基 B, = 二 (Pi,Pi,P;)。 由 x 的 系数 向 量 
Pi 二 | 4 | ,确定 以 1 为 主 元 素 , 计 算 刍 三 | 一 4 | 和 新 的 基 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 
0 0 
1 WI 1 0 一 1/2 
及 7 一 下 :BT 一 | 一 4 1 0||0 1 0 | 一 | 一 4 1 2 
0 从 站 证 Ui 1 
并 且 计 算 
『 10 2 
Bi'b=|—4 1 2 ||16|=|8 
0 0 l/4/\12 3 
第 三 步 : 计算 非 基 变量 (zs ,zs) 的 检验 数 
非 基 变量 的 检验 数 
i ,本 一 到 上 0 
ov 一 Cm 一 Ce,B; N 一 (0,0) 一 (2,0,3)| 一 4 1 2||0 0 
0 0 1/4 八 0 1 
一 (一 2，17/4) 
对 应 的 换 人 变量 为 x; ,计算 
0 一 min{ rp B5 Ps>0| =min| — ,3 | 
对 应 的 换 出 变量 为 x ,由 此 得 到 新 的 基 B, 二 (Pi ,Ps ,P:) 。 
一 172 1/4) 
这 时 换 入 变量 zx; 的 系数 癌 量 是 Bz 'P; 二 2 |, 以 2 为 主 元 素 ,计算 名 一 | 1/2 |。 
1/4 一 1 


1 a BF 1 WW 1 0 il/4 0 
i i/2 用 中 一 二 1 2 | 一 | 一 2 1/2 |] 
0 一 8 4 人 属 1/4 i -== 
再 计算 非 基 变量 XN 一 (xs ,x4) 的 检验 数 
0 il/4 Ol1 0 
Orv, 一 CN —Cs, 有 Na 一 (0,0) 一 (2,0,3)| 一 2 下 10 1 
1 


因 检 验 数 都 是 负 值 ,得 到 了 最 优 解 为 


Es 


© 
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TY i 0 1/4 J- 
X=|zs | 一 B 5 一 


二 = 
本 一 0 


1 
4 | 二 Lads 


将 达到 最 优 解 时 的 最 优 基 和 对 应 的 系数 Cs 用 符号 z=" 一 Ca* B* -1 表示 。 这 说 明 只 
要 找到 最 优 基 就 可 以 计算 出 最 优 解 。 


3.3 ”对偶 问题 的 提出 


这 里 的 对 偶 是 指 对 同一 事物 (问题 ) 从 不 同 的 角度 (立场 ) 观 察 , 有 两 种 拟 似 对 立 的 表述 。 
如 “平面 中 和 抵 形 的 面积 与 周 长 的 关系 ”。 可 分 别 表述 为 : 周 长 一 定 , 面 积 最 大 的 矩形 是 正方 
形 ; 面积 一 定 , 周 长 最 短 的 定形 是 正方 形 。 又 如 同一 个 数据 集 的 线性 规划 问题 ,可 以 有 两 种 
优化 的 表述 : 一 个 企业 决策 者 做 生产 规划 时 ,可 以 提出 最 大 利润 为 目标 困 数 ; 也 可 以 提出 以 
最 小 资源 消耗 为 目标 。 

以 例 2-1 为 例 , 这 是 简化 了 的 生产 优化 问题 。 现 决策 者 考虑 根据 原 有 的 数据 集 
(aoc) ,如 何 为 有 限 资 源 6b, 的 使 用 建立 一 套 评 价 指标 w% (决策 变量 ) ,条件 是 在 原生 产 技 
术 条 件 下 每 种 产品 的 利润 不 小 于 原 规 定 值 cj ,总 目标 是 资源 消耗 最 小 化 为 最 优 解 。 于 是 
可 以 构造 一 个 模型 


2 本 


目标 孙 数 的 值 ; z* 二 CpB;y1b 二 (2,0,3) 


min o 一 8y1 十 16yz 十 12y3 
y1 十 4ys 2 Co 
2 yi 二 和 ya 二 3 
yl ya ,ys 之 0 
称 这 个 线性 规划 问题 为 例 2-1 线性 规划 问题 (这 里 称 原 问题 ) 的 对 偶 问 题 。 
可 见 这 里 的 就 是 对 偶 变 量 y;; 可 以 取 y% 二 0 的 任何 值 , 即 y; 的 上 界 为 无 限 大 ,所 以 目 
标 困 数 只 存在 最 小 人 。 
线性 规划 的 对 偶 概 念 ,在 理论 上 和 实际 应 用 上 都 有 重要 意义 。 以 下 进一步 阐述 。 


3.4 线性 规划 的 对 偶 理 论 


以 上 讨论 可 直观 地 了 解 到 原 线性 规划 问题 与 对 偶 问 题 之 间 的 关系 ; 本 节 将 从 理论 上 
进一步 讨论 线性 规划 的 对 偶 问 题 。 
3.4.1 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 关系 

对 于 同一 数据 集 (a,c,5) ,可 以 用 “去 ”不 等 式 约束 条 件 和 目标 函数 最 大 化 的 原 问 题 与 


第 3 草 对偶 理论 和 灵敏 度 分 析 ”会 
“三 "不 等 式 约束 条 件 和 目标 函数 最 小 化 的 对 偶 问 题 ,建立 标准 的 对 应 关系 。 
展开 形式 的 原 问 题 


nian ee — 


-1] 
[Id CI dln b 
。 | | i 
. ||: (3-9) 
i 下 。 2 P 
in 


oe re 
对 偶 问 题 
min w= yb yb 二 二 ynb mn 
1 
| - (3-10) 
Uml m2 dmn 
yyyz，… Ym 之 (0 
以 上 是 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 标准 形式 ,它们 之 间 的 关系 可 以 用 表 3-2 表示 。 


表 3-2 


TI IT ar 原 关 系 min w 
i 


1 bi 
Va b; 
Vm pb, 
对 偶 关 系 
max z= min w 
ITiaX 过 Cl Ca es Cn 


表 3-2 是 将 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 关系 汇总 于 一 个 表 中 ,从 正面 看 是 原 问 题 ,将 它 转 
90" 后 看 是 对 偶 问 题 。 厂 将 第 2 革 的 原 线 性 规划 的 系数 列 成 如 表 3-2 的 形式 ,这 就 


是 表 3-3。 
例 3-2 根据 表 3-3 写 出 原 问 题 与 对 侦 问 题 的 表达 式 。 
表 3-3 


yl ] 2 8 
yz 4 0 16 
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解 ” 原 问题 


a er min w 一 8y 十 16ye +12y 
1 十 27zy<8 
4271 <<16 yi1T4y 2 
ey > | ZY1 十 4ys 宇 3 [a=11) 


LVL M2 ?YY3 之 0 


TI sT22>0 
将 上 述 原 问 题 与 对 侦 问 题 之 间 的 变换 关系 称 为 对 称 形式 。 一 般 线 性 规划 问题 中 明 到 
韭 对 称 形式 时 ,处理 如 下 。 
原 问 题 的 约束 条 件 中 含有 等 式 约束 条 件 时 , 按 以 下 步骤 处 理 。 
设 等 式 约束 条 件 的 线性 规划 问题 


于 


INaxX TO > Cj i 


一】 


(3-12) 
.i z 一 1 ,2 7 
| j=1 
Zi 0， 一 
第 一 步 : 先 将 等 式 约束 条 件 分 解 为 两 个 不 等 式 约束 条 件 。 这 时 上 述 线性 规划 问题 可 
表示 为 


max 之 一 Cx} 
了 一 ] 
四 
aij 工 ) Db; 1 一 ] ,277 {3-33) 
了 一 1 
ni 
而 站 一 机 一 ] 21 3]44) 
了 了 一】 


Tj 之 0, 1 一 1 2， 77 
设 y; 是 对 应 式 (3-13) 的 对 偶 变 量 ,y: 是 对 应 式 (3-14) 的 对 偶 变 量 。 这 里 i 二 1,2,*…,m。 
第 二 步 : 按 对 称 形式 变换 关系 可 写 出 它 的 对 偶 问 题 


min ow 一 p32 biyi 十 (— Bys) 
一 1 一 


2 aijyi 十 pS (—ayyi) ec; = 1 三 1 ,2 7 
= 1 i=1] 


Ys Wo>0, 7 一 1 ,2,.* ,7 
将 上 述 规划 问题 的 各 式 整 理 后 得 到 
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min w= », b;(y;— Yi) 
省 


Fr 


Cii ee 本 


i 


i=] 
令 yj; 一 y 一 Wy ,YW 宇 0。 由 此 可 见 ,y; 不 受 正 、 负 限制 。 将 y; 代入 上 述 规划 问题 , 便 得 到 
对 偶 问 题 


ni 
min 中 一 > , Diy; 
一 】 


wt 
由 了 一] 27 
| i 二 1 


[a 为 无 约束 ， 7 二 | ,2 
综合 上 述 ,线性 规划 的 原 问题 与 对 偶 问 题 的 关系 ,其 变换 形式 归纳 为 表 3-4 中 所 示 的 
对 应 关系 。 


表 3-4 
原 问 题 ( 或 对 倡 问题 ) 对 偶 问 题 (或 原 问题 ) 
目标 限 数 max > 目标 函数 min w 
i i 个 的 
变 | >。 3 | 率 
量 | 二 0 < | 条 
无 约束 = 
约 [rm 个 m 个 
束 | 三 三 0 变 
条 | 宇 0 量 
1 一 无 约束 
约束 条 件 右 羡 项 目标 明 数 变量 的 系数 
目标 函数 变量 的 系数 约束 条 件 右 端 项 


例 3-3 试 求 下 述 线性 规划 原 问 题 的 对 偶 问 题 

Min 光一 全 和 一 上 

5 

ee | 

一 人 
TI<0; Toyzs 之 0; 14 无 约束 
解 ” 设 对 应 于 约束 条 件 册 ,外 ,局 的 对 偶 变 量 分 别 为 yi ,ys ,ys; 则 由 表 3-4 中 原 问 题 

和 对 侦 问 题 的 对 应 关系 ,可 以 卫 接 写 出 上 述 问题 的 对 偶 问 题 , 即 


OO 
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max zx 一 5y1 十 4yz 十 6ys 
yi 十 23ya -2 
Yi 二 二.3 
—3y Toy Ty 
yi 92 下 站 一 | 
y1 宇 0， ys 夺 0， ys 无 约束 


3.4.2 ”对偶 问题 的 基本 性 质 


(1) 对 称 性 

对 侦 问 题 的 对 偶 是 原 问 题 。 

证 ” 设 原 问题 是 

max z=CX; AXEb; KK=0 
根据 对 偶 问 题 的 对 称 变换 关系 ,可 以 找到 它 的 对 偶 问 题 是 
min w=Yb; YA 二 CT 之 0 
右 将 上 式 两 边 取 和 负 号 ,又 因 一 min w 一 max (一 o) 可 得 到 
max (—w)==—Yb; —YA 夺 一 C; Y 王 0 
根据 对 称 变换 关系 ,得 到 上 式 的 对 偶 问题 是 
min (—w ) 一 一 CX; 一 4X 王 一 5; X=0 
又 因 
min 《一 可) 一 一 maxo 
可 得 
nax ww —max 过 一 在 和 AX<bs KS0 

这 就 是 原 问 题 。 

(2) 弱 对 偶 性 

若 闵 是 原 问 题 的 可 行 解 ,Y 是 对 偶 问 题 的 可 行 解 。 则 存在 CX 近 了 1。 

证 ” 设 原 问题 是 

max 之 一 人 第; AXb; 闫 宇 0 

因 关 是 原 问 题 的 可 行 解 ,所 以 满足 约束 条 件 , 即 


AX=b 
车 了 是 给 定 的 一 组 值 , 设 它 是 对 偶 问题 的 可 行 解 ,将 了 左 乘 上 式 , 得 到 
YAX=Yb 


原 问 题 的 对 偶 问 题 是 
min w=—=Yb; YA 二 C; YY 三 0 
因为 Y 是 对 偶 问 题 的 可 行 解 ,所 以 满足 


第 3 章 ， 对 偶 理 论 和 灵敏 度 分 析 8、 


YA 
将 X 右 乘 上 式 , 得 到 
Y4X 一 CX 
于 是 得 到 
CX=Y4X 三 Yb 

(3) 无 界 性 

石原 问题 (对 偶 问 题 ) 为 无 界 解 , 则 其 对 俩 问题 ( 原 问 题 ) 无 可 行 解 。 

证 ” 巾 弱 对 偶 性 显然 得 。 

注意 这 个 问题 的 性 质 不 存在 逆 。 当 原 问题 (对 偶 问 题 ) 无 可 行 解 时 ,其 对 偶 问 题 ( 原 问 
题 ) 或 具有 无 界 解 或 无 可 行 解 。 例 如 下 述 一 对 问题 两 者 丝 无 可 行 解 。 

原 问 题 (对 偶 问 题 ) 对 偶 问 题 ( 原 问题 ) 


main 外 一 一 工 ; 一 工 ? max YT ys 
x1 一 Xs 之 1 yy yl1 
一 X11 十 Xs 宇 1 —Wh Ty 
大] ,Tz -之 0 Yl1 ;Ys >0 


(4) 可 行 解 是 最 优 解 时 的 性 质 
设 X 是 原 问 题 的 可 行 解 ,Y 是 对 偶 问题 的 可 行 解 , 当 CX=Yb 时 ,X,Y 是 最 优 解 。 
证 车 CX 一 Yb ,根据 性 质 (2) 可 知 : 对 偶 问 题 的 所 有 可 行 解 了 都 存在 Yb 宇 CX, 因 


CX 二 Yb ,所 以 Yb 宇 Yp。 可 见 Y 是 使 目标 函数 取 值 最 小 的 可 行 解 ,因而 是 最 优 解 。 同 样 可 
证 明 : 对 于 原 问 题 的 所 有 可 行 解 六, 存在 


所 以 X 是 最 优 解 。 
(5) 对 偶 定 理 
若 原 问题 有 最 优 解 ,那么 对偶 问 题 也 有 最 优 解 ; 且 目 标 函 数值 相等 。 
证 ” 设 X 是 原 问题 的 最 优 解 , 它 对 应 的 基 和 矩阵 B 必 存 在 C 一 CsB-!1A 三 0。 即 得 到 
YA 宇 C, 其 中 Y 一 CsB-!，。 
这 时 Y 是 对 偶 问 题 的 可 行 解 , 它 使 
w=Yb=CsB-!b 
因原 问题 的 最 优 解 是 X, 使 目标 函数 取 值 
z—CX—=CpB-b 
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由 此 ,得 到 
yb—C.B-'b=C% 


可 见 Y 是 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 
(6) 互补 松弛 性 


若 半 ,7 分 别 是 原 问题 和 对 侦 问 题 的 可 行 解 。 那 么 YXs 二 0 和 Ys 二 0, 当 且 仅 当 交 ,了 为 最 


优 解 。 
证 ” 设 原 问题 和 对 偶 问 题 的 标准 型 是 
原 问题 对 偶 问 题 
max z=CX min w=Yb 
六 下 十 天 5 一 态 YA—Ys=C 
0 Y ,Ys 过 0 
将 原 问 题目 标 函 数 中 的 系数 向 量 C 用 C=Y4A 一 Ys 代替 后 ,得 到 
zz 二 (YA—Ys)AXA—YAX—YsX [om 
将 对 偶 问 题 的 目标 函数 中 系数 列 向 量 , 用 b 一 AX 十 Xs 代替 后 ,得 到 
w—=Y(AXTXs)—YAX TYX;, [3-160) 


若 YsX 一 0,YX。 一 0; 则 Yb 一 YA 关 一 CX ,由 性 质 (4) 可 知 半 ,了 是 最 优 解 。 
又 车 羡 ,分别 是 原 问 题 和 对 偶 问题 的 最 优 解 , 根 据 性 质 (5) , 则 有 
CX=YA X=Yb 
由 式 (3-15), 式 (3-16) 可 知 , 必 有 YXs 二 0, Ys 站 二 0。 
(7) 设 厚 问题 是 
max 二 CX; A 四 十 里 一 b; 尼 , 居 0 
它 的 对 侦 问 题 是 
min w—Yhb; YA—Ys—C; Y,Ys 宇 0 
则 原 问 题 单纯 形 表 的 检验 数 行 对 应 其 对 偶 问 题 的 一 个 基 解 ,其 对 应 关系 见 表 3-5。 


表 3-5 
对 俩 问题 7 


ny 
剩余 变量 
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设 B 是 原 问 题 的 一 个 可 行 基 ,于 是 A 二 (B,N); 原 问 题 可 以 改写 为 
max zz 一 CCp 且 十 人 CNV 苦 N 
BAXp NX X=b 


i 


Xp ,XN ,Xs 二 0 


相应 地 对 侦 问 题 可 表示 为 
min wO— Yb 
(3-17) 


(3=18) 


这 里 Ys ES (Ys ss, ) a 


当 求 得 原 问题 的 一 个 解 
A 


其 相应 的 检验 数 为 Cv 一 CaB-1N 与 一 CsB~!。 现 分 析 这 些 检验 数 与 对 侦 问题 的 解 之 间 的 
关系 : 令 Y 了 二 CsB-! ,将 它 代入 式 (3-17) 、 式 (3-18) 得 
Wh 二 和 


一 
这 些 对 应 关系 ,可 以 在 单纯 形 法 计算 表 看 到 ,在 求解 原 问 题 时 , 隐 含 看 同时 也 获得 对 
偶 变量 的 值 。 
例 3-4 已 知 线性 规划 问题 
max 多 一 元 ] 十 元? 
i i Ey 
ee | 
| 
试用 对 偶 理 论证 明 上 述 线性 规划 问题 无 最 优 解 。 
证 ”首先 看 到 该 问题 存在 可 行 解 ,例如 闫 ==(0,0,0); 而 上 述 问题 的 对 偶 问 题 为 
min 四 一 2y1 十 ya 
一 1 一 2yz 之 1 
yi y=] 
Yi 一 yz 宇 0 
y1， y: 宇 0 


由 第 一 约束 条 件 可 知 对偶 问 题 无 可 行 解 ,因原 问题 有 可 行 解 , 故 无 最 优 解 。 


例 3-5 已 知 线 性 规划 问题 
min w=—=27z1 二 37x: 二 Tors T2741 3xs 
Ep hs er se se i fe 
hr ee 
zo0 2—12%m85 
已 知 其 对 侦 问 题 的 最 优 解 为 yi 二 4/5,wz 三 3/5; zx 一 5。 试 用 对 偶 理 论 找 出 原 问 题 的 
最 优 解 。 
解 ” 先 写 出 它 的 对 偶 问 题 
max ==4yi 十 3Yy: 
un 
和 一 加 入 3 
Dy yD 
yt y:<2 
3 十 ys3 
y1 ys 之 0 
将 yr? ,yz 的 值 代入 约束 条 件 , 得 加、 加 、 蔬 式 为 严格 不 等 式 ; 由 互补 松弛 性 得 zz 一 zs 
太一 0。 因 ,yz 三 0; 原 问 题 的 两 个 约束 条 件 应 取 等 式 , 故 有 
1 十 和 25 一 此 
271l 十 Ts 一 3 
求解 后 得 到 z? 二 1,z; 二 1; 故 原 问题 的 最 优 解 为 
天 "一 (1,0,0,0,1) w’=5 


BOOOO 


| 


3.5 影子 价格 


前 面 讲 到 ,在 单纯 形 法 的 每 步 迭 代 中 ,目标 函数 取 值 z= 二 CasB”b, 和 检验 数 Cn 一 
CsB-'N 中 都 有 乘 子 Y= 二 CsB ! ,那么 Y 的 经 济 意义 是 什么 ? 

设 B 是 {max zx 二 CX|AXb, 义 宇 0} 的 最 优 基 ,因为 

wh 
由 此 求 偏 导数 ,得 
ab 

即 拉 格 朋 日 乘 子 在 最 优化 时 的 值 。 要 认识 它 的 经 济 意义 ,要 分 析 Ce, :的 量 纲 。Ca 
这 里 经 济 意义 是 利润 ,用 元 / 件 表示 ,B” 是 最 优 基 的 逆 和 矩阵 ,本 例 原材料 A 的 量 纲 是 小 
时 / 件 ,kg/ 件 ; 它们 是 消耗 定额 ; 而 逆 和 矩阵 的 量 纲 是 件 / 小 时 , 件 /kg, 它 们 是 资源 转换 成 产 
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品 的 效率 ,所 以 CaB! 可 表示 为 单位 资源 转换 成 利润 的 效率 。 由 此 可 见 , 原 问题 目标 函数 的 
量 纲 不 同 ,其 经 济 意义 也 不 同 ,相应 地 CsB-: 的 经 济 意义 也 不 同 。 可 以 给 予 不 同 的 名 称 ， 

从 另 一 方面 看 ,即使 在 其 他 条 件 不 变 的 情况 下 ,用 偏 导数 表示 的 在 最 优 解 时 对 偶 变 量 
yi 的 取 值 来 看 , 它 是 单位 资源 微小 变化 所 引起 的 目标 函数 的 最 优 值 变化 的 比值 , 即 梯度 .。 


从 对 偶 问 题 来 看 ,最 优 解 就 是 资源 的 梯度 的 线性 组 合 。 即 z=” 二 》) yb,, 它 的 量 纲 与 原 


问题 的 技术 经 济 指标 量 纲 应 当 是 一 致 的 ,它们 的 经 济 意义 也 应 是 一 致 的 。 因 此 出 现 影子 
价格 .影子 利润 .最 优 计算 价格 等 名 词 。 还 有 其 他 的 名 称 , 如 运输 问题 中 的 对 偶 变 量 称 为 
位 势 等 。 所 以 对 偶 变 量 的 物理 经 济 解释 具有 一 定 的 艺术 性 。 

从 一 般 经 济 意义 来 看 , 当 资 源 转化 为 最 佳 经 济 效益 时 的 转化 率 高 低 , 它 是 在 目标 机 数 
最 优 值 中 体现 的 ,可 称 为 对 目标 函数 边际 贡献 。 

以 下 用 例 2-1 来 说 明 影 子 价格 的 经 济 意义 和 具有 的 特点 。 

1. 影子 价格 反映 资源 对 目标 函数 的 边际 贡献 , 即 资源 转换 成 经 济 效益 的 效率 

由 例 2-1 的 最 终 计 算 表 ( 见 表 2-5) 可 见 , 迷 三 1.5,y 二 0.125,y3 二 0。 这 说 明 在 其 
他 条 件 不 变 的 情况 下 , 硅 设 备 增加 一 台 时 ,该 厂 
按 最 优 计划 安排 生产 可 多 获 利 1. 5 元 ; 原材料 
A 增加 1kg, 可 多 获 利 0. 125 元 ; 原材料 B 增 
加 1kg, 对 获 利 无 影响 。 从 图 3-1 可 看 到 ,设备 
增加 一 台 时 ,代表 该 约束 条 件 的 直线 由 山 移 至 
QOD’ ,相应 的 最 优 解 由 (4,2) 变 为 (4,2.5), 目 标 
函数 z 王 2X4 十 3X2.5 王 15.5, 即 比 原来 的 增 大 
1.5。 又 若 原材料 A 增加 1kg 时 ,代表 该 约束 方 
程 的 直线 由 @ 移 至 @' ,相应 的 最 优 解 从 (4,2) 变 图 3-1 
为 (4. 25,1. 875) ,目标 函数 一 2X4. 25 十 3X1. 875 一 14. 125。 比 原来 的 增加 0.125。 原 材料 
B 增加 1kg 时 ,该 约束 方程 的 直线 由 @ 移 至 @' ,这 时 的 最 优 解 不 变 。 

可 见 资 源 的 影子 价格 不 同 , 对 目标 图 数值 的 贡献 也 不 同 。 从 图 3-1 可 见 , 随 着 资源 量 
的 变化 ,可 行 域 也 发 生变 化 ; 当 某 资源 量 的 不 断 增加 超过 某 值 时 ,需要 重新 计算 目标 函数 
的 最 优 解 。 这 将 在 3.7 节 灵 敏 度 分 析 中 继续 讨论 。 

2. 影子 价格 反映 了 资源 的 稀缺 程度 

在 不 发 生 退 化 情况 下 ,vy? = 二 1.5,y2 二 0.125,y? 二 0, 对 应 资源 的 剩余 量 , 也 即 剩余 变 
量 的 值 是 ; x 二 0,Zz, 二 0,zs 二 4。 这 当 某 种 资源 的 J 0 表示 这 种 资源 短缺 ; 决策 者 要 
增加 收入 , 先 注 重 影 子 价格 高 的 资源 ; 当 某 种 资源 yi 王 0, 表 示 这 种 资源 有 剩余 ,不 短缺 ， 
或 资源 过 多 供应 。 可 以 用 影子 价格 反映 在 最 优 解 时 某 种 资源 利用 状态 的 指标 。 

3. 影子 价格 反映 了 资源 的 边际 使 用 价值 

资源 占用 者 赋 子 资源 的 一 个 内 部 价格 ,与 资源 的 市 场 价格 无 百 接 关系 。 影 子 价格 可 


KR 
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以 计算 出 经 济 活 动 的 成 本 , 它 不 是 市 场 价 格 ,不 能 与 资源 的 市 场 价格 的 概念 等 同 。 但 也 有 
学 者 在 探讨 市 场 价格 与 影子 价格 之 间 的 内 在 关系 ,这 是 经 济 理论 问题 。 

4. 影子 价格 有 三 种 理论 

一 是 资源 最 优 配置 理论 ; 二 是 机 会 成 本 和 福利 经 济 学 理论 ; 三 是 全 部 效益 和 全 部 费 
用 理论 。 影 子 价格 国内 外 有 兰 不 同 的 论述 ,这 里 不 作 进 一 步 的 讨论 。 


3.6 对偶 单 纯 形 法 


3.5 节 讲 到 原 问 题 与 对 偶 问 题 的 解 之 间 的 对 应 关系 时 指出 : 在 单纯 形 表 中 进行 迭代 
时 ,在 5 列 中 得 到 的 是 原 问题 的 基 可 行 解 , 而 在 检验 数 行 得 到 的 是 对 偶 问 题 的 基 解 。 通 过 
逐步 达 代 , 当 在 检验 数 行 得 到 对 偶 问 题 的 解 也 是 基 可 行 解 时 ,根据 性 质 (4)、(5) 可 知 , 已 得 
到 最 优 解 。 即 原 问 题 与 对 偶 问 题 都 是 最 优 解 。 

根据 对 偶 问 题 的 对 称 性 ,也 可 以 这 样 考 虑 : 知 保持 对 偶 问 题 的 解 是 基 可 行 解 , 即 cj 一 
CsB 'P; 夺 0, 而 原 问 题 在 非 可 行 解 的 基础 上 ,通过 逐步 迭代 达到 基 可 行 解 ,这 样 也 得 到 了 
最 优 解 。 其 优点 是 原 问 题 的 初始 解 不 一 定 是 基 可 行 解 ,可 从 非 基 可 行 解 开始 迭代 ,方法 
如 下 。 


设 原 问题 max z=CX 
A 二 b 
多 二 0 


又 设 BB 是 一 个 基 。 不 失 一 般 性 , 令 B= (P,P;,…,P,), 它 对 应 的 变量 为 
Wo Cl vse my 
当 非 基 变 量 都 为 零 时 ,可 以 得 到 Xes 一 B-18。 若 在 B !'b 中 至 少 有 一 个 负 分 量 , 设 
(B 1) 二 0, 并 且 在 单纯 形 表 的 检验 数 行 中 的 检验 数 都 为 非 正 , 即 对 偶 问 题 保 持 可 行 解 ， 
它 的 各 分 量 是 
(1) 对 应 基 变 量 zi ,zz ,… ,x 的 检验 数 是 
Se ed Sy 
(2) 对 应 非 基 变量 x, +1,… ,Zz 的 检验 数 是 
;= zc —CsB ‘P<0, j=m 二 1, ,n 
每 次 浸 代 是 将 基 变 量 中 的 负 分 量 zi 取出 ,去 替换 非 基 变量 中 的 zi ,经 基 变 换 , 所 有 检 
验 数 仍 保持 非 正 。 从 原 问 题 来 看 ,经 过 每 次 迭代 , 原 问 题 由 非 可 行 解 往 可 行 解 徘 近 。 当 原 
问题 得 到 可 行 解 时 , 便 得 到 了 最 优 解 。 
对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 : 
(1) 对 线性 规划 问题 进行 变换 ,使 列 出 的 初始 单纯 形 表 中 所 有 检验 数 6 三 0 
(二 1,2,…,n) , 即 对 偶 问 题 为 基 可 行 解 。 
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(2) 检查 到 列 的 数字 ,看 都 为 非 负 , 检 验 数 都 为 非 正 , 则 已 得 到 最 优 解 。 停 止 计 算 。 
在 检 查 天 列 的 数字 时 ,至少 还 有 一 个 负 分 量 ,检验 数 保 持 非 正 , 那 么 进行 以 下 计算 。 
(3) 确定 换 出 变量 。 
按 min| (B 'b); 1(B7T1b), 二 0 | 二 (B71b), 对 应 的 基 变 量 z, 为 换 出 变量 。 
(4) 硝 定 换 人 变量 。 
在 单纯 形 表 中 检查 xz, 所 在 行 的 各 系数 a (二 1,2,…,n)。 硅 了 所 有 a 宇 0, 则 无 可 行 
a 0 |= , 控 - 0 


解 , 储 止 计算 0 右 存 在 CO 0 一 1] 和 ,区 = 计算 0 一 min 人 六 
] ik 


规则 所 对 应 的 列 的 非 基 变量 zx 为 换 入 变量 ,这 样 才能 保持 得 到 的 对 偶 问 题解 仍 为 可 行 解 。 
(5) 以 a 为 主 元 系 , 按 原单 纯 形 法 在 表 中 进行 迭代 运算 ,得 到 新 的 计算 表 ， 
重复 步骤 (2) 一 (5) 。 
下 面 举例 来 说 明 具 体 算 法 。 
例 3-6 用 对 侦 单 纯 形 法 求解 
min w— 2zx1 TT 3z: TT 47 
HA 二 元 3 
一 二 Se 


er 。 


ri 


VE 
解 ” 先 将 此 问题 化 成 下 列 形式 ,以 便 得 到 对 偶 问 题 的 初始 可 行 基 
max 过 一 一 2 一 3 — 4x, 
一 
“2 一 一 本 
证 ws 
建立 此 问题 的 初始 单纯 形 表 , 见 表 3-6。 
表 3-6 


从 表 3-6 看 到 ,检验 数 行 对 应 的 对 偶 问 题 的 解 是 可 行 解 。 因 bb 列 数字 为 负 , 故 需 进 行 
迭代 运算 。 
换 出 变量 的 确定 : 按 上 述 对 偶 单纯 形 法 计算 步骤 (3) ,计算 
ni 一 让 一 4 一 一 | 
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故 zs 为 换 出 变量 。 
换 和 人 变量 的 确定 : 按 上 述 对 偶 单 纯 形 法 计算 步骤 (4) ,计算 


人 
9 一 min| 二 3， | 一 5 1 


故 zi 为 换 人 变量 。 换 人 , 换 出 变量 的 所 在 列 . 行 的 交叉 处 “一 2? 为 主 元 系 。 按 单纯 形 法 计 
算 步 又 进行 迭代 ,得 表 3-7。 

由 表 3-7 看 出 ,对 偶 问 题 仍 是 可 行 解 ,而 总 列 中 仍 有 负 分 量 。 故 重复 上述 夺 代步 骤 ， 
得 表 3-8。 

表 3-7 


表 3-8 


一 275 0 1 一 下 三 一 号 后 175 
一 Xl L165 ] 0 7/5 一 175 一 2 5 


表 3-8 中 ,b 列 数学 全 为 非 负 ,检验 数 全 为 非 正 , 故 问题 的 最 优 解 为 
ll 0 

厂 对 应 两 个 约束 条 件 的 对 偶 变 量 分 别 为 wm 和 y;,; 则 对 侦 问 题 的 最 优 解 为 

yy vie 

从 以 上 求解 过 程 可 以 看 到 对 偶 单 纯 形 法 有 以 下 优点 : 

(1) 初始 解 可 以 是 非 可 行 解 , 当 检 验 数 都 为 负数 时 ,就 可 以 进行 基 的 变换 ,这 时 不 需 
要 加 入 人 工 变 量 , 因 此 可 以 简化 计算 。 

(2) 当 变 量 多 于 约束 和 条件, 对 这 样 的 线性 规划 问题 ， uri 
算 工 作 量 ,因此 对 变量 较 少 ,而 约束 条 件 很 多 的 线性 规划 问题 ,可 先 将 它 变换 成 对 偶 问 题 
然后 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 。 

(3) 在 灵敏 度 分 析 及 求解 整数 规划 的 割 平面 法 中 ,有 时 需要 用 对 偶 单 纯 形 法 ,这 样 可 
使 问题 的 处 理 简 化 。 对 偶 单 纯 形 法 的 局 限 性 主要 是 ,对 大 多 数 线性 规划 问题 ,很 难 找 到 一 
个 对 侦 问 题 的 初始 可 行 基 , 因 而 这 种 方法 在 求解 线性 规划 问题 时 很 少 单独 应 用 ， 
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3.7 灵敏 度 分 析 


在 以 前 讨论 线性 规划 问题 时 ,假定 a;; ,bi yc; 都 是 凋 数 。 但 实际 上 这 些 系 数 往 往 是 佑 
计 值 和 预测 值 。 如 市 场 条 件 变化 后 ,c; 值 就 会 变化 ; a;; 往 往 是 因 工 艺 条 件 的 改变 而 改变 ; 
六 是 根据 资源 投入 后 的 经 济 效果 决定 的 一 种 决策 选择 。 因 此 提出 这 样 两 个 问题 .: 当 这 些 
系数 有 一 个 或 几 个 发 生变 化 时 ,已 求 得 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 会 有 什么 变化 ; 或 者 这 
些 系数 在 什么 范围 内 变化 时 ,线性 规划 问题 的 最 优 解 或 最 优 基 不 变 。 后 一 个 问题 将 在 
3. 8 节 参 数 线性 规划 中 讨论 。 

显然 , 当 线 性 规划 问题 中 某 一 个 或 某 几 个 系数 发 生变 化 后 ,原来 已 得 结果 一 般 会 发 生 
变化 。 当 然 可 以 用 单纯 形 法 从 头 计算 ,以便 得 到 新 的 最 优 解 。 这 样 做 很 腑 烦 ,而 且 也 没有 
必要 。 因 在 单纯 形 法 迭代 时 ,每 次 运算 都 和 基 变 量 的 系数 矩阵 B 有 关 , 因 此 可 以 把 发 生 
杰 化 的 个 别 系数 ,经 过 一 定 计算 后 直接 填 和 最终 计算 表 中 ,并 进行 检查 和 分 析 , 可 按 表 3-9 
中 的 几 种 情况 进行 处 理 。 


表 3-9 
原 问 题 结论 或 继续 计算 的 步骤 
可 行 解 可 行 解 表 中 的 解 仍 为 最 优 解 
可 行 解 非 可 行 解 用 单纯 形 法 继续 迭代 求 最 优 解 
非 可 行 解 可 行 解 用 对 偶 单纯 形 法 继续 迭代 求 最 优 解 
非 可 行 解 非 可 行 解 引进 人 工 变 量 ,编制 新 的 单纯 形 表 , 求 最 优 角 


下 面 就 各 种 情况 进行 讨论 ， 
3.7.1 资源 数量 变化 的 分 析 


资源 数量 变化 是 指 资 源 中 某 系数 5, 发 生变 化 , 即 5 二 65, 十 Ab,。 并 假设 规划 问题 的 其 

他 系数 都 不 变 。 这 样 使 最 终 表 中 原 问 题 的 解 相应 地 变化 为 
Xp=B 108 十 Ap) 
这 里 Ap 二 (0,…,Ab,,0,…,0)'。 只 要 Xsp 宇 0, 因 最 终 表 中 检验 数 不 变 , 故 最 优 基 不 变 , 但 
最 优 解 的 值 发 生 了 变化 ,所 以 Xs 为 新 的 最 优 解 。 新 的 最 优 解 的 值 可 允许 变化 范围 用 以 下 
方法 确定 。 
Bi(cp+Ab)=B- b+B-!Ab 
0 


=B biB | Ap， 
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0 a mr Ab. : Yi 
在 最 终 表 中 求 得 的 经 过 变化 后 的 五 列 的 所 有 元 率 ,要 求 2: 十 cirAp 全 0, 一 1,2, 7。 由 


a .Ab. 宇 一 6.,， 一] ,2 ,7 
0 NsAb, =— 5a: = oir 0 时 一 于 是 得 到 
max {—bi/ai la >0}EAb,<min {(—b,/as as =0) 


例如 求 例 2-1 中 第 二 个 约束 条 件 请 的 变化 范围 Ab; 时 ,可 计算 


FF 0. 25 0 
B-1ib+B-!|Ab, |=| 4|+| 0.5 |Ab 宇 | 0 
0 2 一 0. 125 0 


可 得 A 现 之 一 4/0. 25 一 一 16,Abs 宇 一 4/0.5 一 一 8,ABb 寺 2/0. 125 一 16。 所 以 Am 的 变化 
范围 是 [一 8,16]; 显然 5 的 变化 范围 是 L8,32]。 

例 3-7 从 表 2-5 得 知 例 2-1 中 ,每 设备 台 时 的 影子 价格 为 1.5 元 ,在 该 三 又 从 其 他 
处 抽调 4 台 时 用 于 生产 产品 工 , 工 。 求 这 时 该 厂 生 产 产品 工 , 开 的 最 优 方案 。 

解 ” 先 计算 B Ap 


0 0.25 01r4 0 
及 一 Ap 一 | 一 2 0U. 0 1 || 0 | 二 | 一 8 
Qs 0 25 OJL0 2 
将 上 述 结果 反映 到 最 终 表 2-5 中 ,得 表 3-10。 
表 3-10 
0 
Cs Ts 
gy 0 
0 ] 
0 
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由 于 表 3-10 中 4b 列 有 人 负数 , 故 用 对 偶 单 纯 形 法 求 新 的 最 优 解 。 计 算 结 果 见 表 3-11。 


表 3-11 
0 
Ca Xs 
2 0 
出 一 机 
3 0.25 
一 0 79 


即 该 厂 最 优生 产 方案 应 改 为 生产 4 件 产品 工 , 生 产 3 件 产品 开 , 获 利 
zx 一 4X2 十 3X3 王 17( 元 ) 
从 表 3-11 看 出 zs 三 2, 即 设备 还 有 2 小 时 未 被 利用 。 


3.7.2 目标 函数 中 价值 系数 cy 的 变化 分 析 


可 以 分 别 就 c; 是 对 应 的 非 基 变量 和 基 变 量 两 种 情况 来 讨论 。 
(1) 看 cj 是 非 基 变 量 zj 的 系数 ,这 时 它 在 计算 表 中 所 对 应 的 检验 数 是 
0j 一 ci 一 Cos 有 -1P， 
或 


bi 


0; 二 Cj 一 > es 
np 
当 cj 变化 Ac 后 ,要 保证 最 终 表 中 这 个 检验 数 仍 小 于 或 等 于 零 , 即 
二 
那么 十 Ac 三 YPi， 即 Ac 的 值 必须 小 于 或 等 于 YPj; 一 cj, 才 可 以 满足 原 最 优 解 条 件 。 这 
就 可 以 确定 Ac; 的 范围 了 。 
(2) 在 cr 是 基 变 量 z, 的 系数 。 因 c, ECs, 当 cc, 变化 Ac, 时 ,就 引起 Cs 的 变化 ,这 时 
(Cp ACp)B ‘A —CpB ATO, ,Ac, 0) 及 A 
-CB AT Ae Un sms gs, 
可 见 , 当 c, 变化 Ac, 后 ,最 终 表 中 的 检验 数 是 
ee ee Th (17=1,2,*** ,7) 
若 要 求 原 最 优 解 不 变 , 即 必须 满足 o; 夺 0。 于 是 得 到 
当 人 
本 
可 变化 的 范围 是 


~ 一 -一 J 
Gy >0|<Aac Smin | 


a 
INaX 。 二 
i 二 ri 
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例 3-8 试 以 例 er | 的 最 终 表 号 一 站 为 例 。 设 基 变量 .大 2 的 系数 C2 变化 Acs ,在原 最 优 
解 不 变 的 条 件 下 ,确定 Acs: 的 变化 范围 。 

解 ” 这 时 表 2-5 最 终 计算 表 如 表 3-12 所 示 。 


表 3-12 


右 最 优 解 不 变 , 从 表 3-12 可 见 有 
一 .5 一 Ac 和 Ary/8— 1/8<0 
由 此 可 得 Ac: 兰 一 1.57/0. 5; Acz 委 1。Acs 的 变化 范围 为 
1 
即 zz 的 价值 系数 cs 可 以 在 [0,4 | 之 间 变 化 ,而 不 影 啊 原 最 优 解 。 


3.7.3 技术 系数 @ij 的 变化 


分 两 种 情况 来 讨论 技术 系数 a;; 的 变化 ,一 是 安排 一 种 新 产品 , 即 增加 一 列 P;; 二 是 
原 产 品 的 技术 系数 发 生变 化 。 后 者 有 可 能 变换 后 , 原 问 题 与 对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 。 下 
面 以 具体 例子 来 说 明 。 

例 3-9 分 析 在 原 计 划 中 是 否 应 该 安排 一 种 新 产品 。 以 例 2-1 为 例 。 设 该 厂 除 了 生 
产 产品 工 , 工 外 , 现 有 一 种 新 产品 了 下。 已 知 生 产 产品 于, 每 件 需 消 耗 原 材料 A, 忆 各 为 
6kg,3kg, 使 用 设备 2 台 时 ; i 5 元 。 问 该 厂 是 否 应 生产 该 产品 和 生产 多 少 ， 

解 ”分析 该 问题 的 步骤 是 : 

(1) 设 生 产 产品 焉 为 zs 台 , 其 技术 系数 向 量 Ps 二 (2,6,3)7 ,然后 计算 最 终 表 中 对 应 

一 人 一 在 一 125500172,6537 7 —1. 25 >0 

说 明 安 排 生 产 产 品 亚 是 有 利 的 。 

(2) 计算 产品 亚 在 最 终 表 中 对 应 zs 的 列 向 量 


0 .25 0 所 1 
有 一 | 一 2 | 是 ] Tl ea Me 
ts D125 0 3 25 
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并 将 (1)、(2) 中 的 计算 结果 填 和 最终 计算 表 2-5, 得 表 3-13(a)。 


表 3-13(a) 

5 
2 1.9 
0 [2] 
3 


由 于 5 列 的 数字 没有 变化 , 厚 问 题 的 解 是 可 行 解 。 但 检验 数 行 中 还 有 下 检验 数 ,说明 
目标 图 数值 还 可 以 改善 。 


和 人 zi 作为 换 出 变量 ,进行 迭代 , 求 出 最 优 解 。 计 算 结 果 见 


表 3-13(b) ,这 时 得 最 优 解 ; zi; 一 1,z 一 1.5,z: 一 2。 总 的 利润 为 16.5 元 。 比 原 计 划 增 加 
1 和 
表 3-13(b) 
5 
Cp 元 
2 0 
5 | 
3 0 
0 


例 3-10 a 计划 生产 产品 的 工艺 结构 发 生变 化 。 仍 以 例 2-1 为 例 , 硅 原 计 划 生 
产 产 品 上 的 工艺 结构 有 了 改进 ， Wag 它 的 技术 系数 向 量变 为 Pi 二 (2,5,2)? ,每 件 利 
润 为 4 more 最 优 计划 有 什么 影 啊 。 

解 ” 把 改进 工艺 结构 的 产品 工 看 做 产品 工 , 设 zi 为 其 产量 。 于 是 计算 在 最 终 表 中 
对 应 zi 的 列 向 量 , 并 以 zi 代替 xz。 


0 25 0 \ , 
Wh 0. 5 | 二 0. 5 | 
Ne ed 
同时 计算 出 zi 的 检验 数 为 
一 


一 0. 375 
将 以 上 计算 结果 填 和 最 终 表 zi 的 列 向 量 位置 ,得 表 3-14 。 
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由 表 3-14 可 见 zi 为 换 入 变量 ,zi 为 换 出 变量 ,经 过 迭代 得 到 表 3-15。 


1 。 0 1 和 .5 一 心志 

表 3-15 原 问题 和 对 偶 问 题 的 解 都 是 可 行 解 。 所 以 表 中 的 结果 已 是 最 优 解 。 

DN ,3.2 单位 ; 生产 产品 [ ,0. 8 单位 。 可 获 利 15. 2 元 。 
若 胡 到 原 问题 和 对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 时 ,就 需要 引进 人 [变量 后 重新 求解 。 

例 3-11 假设 例 3-10 的 产品 1 的 技术 系数 向 量变 为 Pi 二 (4,5,2)7 ,而 每 件 获 利 仍 
汰 二 元 。 We i 

解 方法 与 例 3-10 相同 ,以 zi 代替 x ,计算 

0 0. 25 oT 4 | 1 站 


wa 0. 5 1 | 要 | 三 | 一 到 有 
i 
zi 的 检验 数 为 ci 一 CsB 1!P 户 一 4 一 (1.5,0.125,0)(4,5,2)' 一 一 2. 625。 将 这 些 数字 填 入 
最 终 表 2-5 的 zi 列 的 位 置 ,得 到 表 3-16。 


表 3-16 


0 0 
0 4 -一世 ] 
3 2 0. 5 


en 


1 0 
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将 表 3-16 的 zi 替换 基 变 量 中 zi ,得 表 3-17。 


表 3-17 
CB 5 
4 0 
0 ] 
3 0 
0 
从 表 3-17 可 见 原 问题 和 对 偶 问 题 都 是 非 可 行 解 。 于 是 引入 人 工 变 量 x。 因 在 
表 3-17 中 zs 所 在 行 , 用 方程 表示 时 为 
0zxi1 十 Xz 十 0. 5zxs3 一 0. 4z4 十 0xs 二 一 2.4 
引信 人 人 工 变量 Te 后 , 便 为 
一 类 一 Po 一 
将 zs 作为 基 变 量 代替 rs , 填 人 表 3-17 ,得 到 表 3-18。 
表 3-18 
4 0., 0 0 
名 1,.2 1 0 
一 M [0.4 | 0 1 
一心 。 5 —0.8 0 
十 0. 4M 


这 时 可 按 单 纯 形 法 求解 。z 为 换 人 变量 ,ze 为 换 出 变量 。 经 基 变 换 运 算 后 ,得 到 
表 3-19 的 上 表 。 在 表 3-19 的 上 表 中 ,确定 zs 为 换 人 变量 ,zs 为 换 出 变量 。 经 基 变 换 运 
算 后 ,得 到 表 3-19 的 下 表 。 此 表 的 所 有 检验 数 都 为 非 正 ,已 得 最 优 解 。 最 优生 产 方案 为 
生产 产品 工 ,0. 667 单位 ; 产品 了 ,2. 667 单位 ,可 得 最 大 利润 10. 67 元 。 

表 3-19 


Cp 


和 
二 本 
时 
= a 
rr 
en 


除 以 上 介绍 的 几 项 分 析 以 外 ,还 可 以 作 增 减 约束 条 件 等 分 析 。 留 给 读者 日 己 考 虑 。 
3.8” 参数 线性 规划 


灵敏 度 分 析 时 ， Me ee A es 确定 系数 a;; ,b;,c; 的 变化 范围 。 而 
参数 线性 规划 是 研究 这 些 参 数 中 某 一 参数 连续 变化 时 ,使 最 优 解 发 生变 化 的 各 临界 点 的 
值 。 即 把 菜 一 参数 作为 参 变 量 ,而 目标 函数 在 某 区 间 内 是 这 个 参 变量 的 线性 函数 , 含 这 个 
参 变 量 的 约束 条 件 是 线性 等 式 或 不 等 式 。 因 此 仍 可 用 单纯 形 法 和 对 偶 单纯 形 法 分 析 参 数 
线性 规划 问题 。 其 步骤 是 : 

(1) 对 含有 某 参 变量 1 的 参数 线性 规划 问题 。 先 令 1 一 0, 用 单纯 形 法 求 出 最 优 解 ; 

(2) 用 灵敏 度 分 析 法 ,将 参 变量 1 直接 反映 到 最 终 表 中 ，; 

(3) 当 参 变量 1 连续 变 大 或 变 小 时 ,观察 b 列 和 检验 数 行 各 数字 的 变化 。 若 在 b 列 首 
先 出 现 某 负 值 时 , 则 以 它 对 应 的 变量 为 换 出 变量 ; 于 是 用 对 偶 单 纯 形 法 迭代 一 步 。 若 在 
检验 数 行 首先 出 现 某 正 值 时 , 则 将 它 对 应 的 变量 为 换 入 变量 ; 用 单纯 形 法 迭代 一 步 ，; 

(4) 在 经 迭代 一 步 后 得 到 的 新 表 上 , 令 参 变量 1 继续 变 大 或 变 小 ,重复 步骤 (3), 直 到 
pb 列 不 能 再 出 现 负 值 ,检验 数 行 不 能 再 出 现 正 值 为 止 。 


3.8.1 参数 c 的 变化 


例 3-12 试 分 析 以 下 参数 线性 规划 问题 。 当 参数 上 二 0 时 的 最 优 解 变化 。 
max c(t)— (3 2 TT (hn— Et) 
入 ! 4 
2zs 12 
3 2 1 
XisT2 之 0 
解 ” 将 此 模型 化 为 标准 型 
max e(f)— 327)7 (90—1) 
| 1 一 4 
27s 十 za 一 12 
day 5 一 18 
2 
令 t 二 0, 用 单纯 形 法 求解 的 结果 , 见 表 3-20。 
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表 3-20 
3 so 0 0 
5 


Cs EE ED Er 
0 工 = 
他 站 0 
EE 国 叶 1 1/3 


oo | 0。 |- 


的 变化 直接 反映 到 最 终 表 3-20 中 ,得 表 3-21。 


将 cc 
表 3-21 
0 
Cp | 
0 —1/3 
一 0 
3 十 2 1/3 
wu 
3 


检查 上 表 的 检验 数 行 , 当 zt 值 在 0 硅 t 二 9/7 SE A 6,2,0,0) 
在 Li 一 977 时 站 一 和 出 现 第 一 临界 点 。 一 | 0/7 时 ， 出 | 现 os 2 这 时 站 作为 换 人 变量 sd 


作为 换 出 变量 ,用 单纯 形 法 友 代 一 步 , 得 表 3-22。 


变化 时 ,在 o; 二 0 得 最 优 解 


ty 


检查 表 3-22 的 检验 数 行 , 当 zt 值 继续 增 大 ,在 9/7 二 1 二 
临界 点 。 当 达 > (5/2)7(C1/2) 一 5, 出 现 必 二 0 时 ,这 时 


ds30.0， 1 ft 二 9 ,060s 二 0 为 第 二 
z5 作 为 换 人 变量 ,zs 作为 换 出 变量 ,再 用 单纯 形 法 友人 代 一 步 , 得 表 3-23。 
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表 3-23 


EE 
9 ED 


] 0 ] 0 


《1 


表 3-23 中 上 继续 增 大 时 , 恒 有 ,os 二 0, 故 当 上 之 5 时 ,最 优 解 为 (4,0,0,12,6)!。 


3.8.2 参数 b 的 变化 分 析 
例 3-13 分 析 以 下 线性 规划 问题 , 当 1 宇 0 时 ,其 最 优 解 的 变化 。 


max z=— zl T3375; 
i 
— 
人 
解 ” 将 上 述 模 型 化 为 标准 型 
max z= Xi TT 3 

Ti 和 XT 二 6—t 
一 


P| sa 


令 上 一 0, 用 单纯 形 法 求解 的 结果 , 见 表 3-24。 


表 3-24 
a [ms | | | 
2/3 


] 本 区 | 1 
3 A 4 人 


计算 


人 
i a 
1y3 iy t 


将 此 计算 结果 反映 到 最 终 表 3-24 ,得 表 3-25。 


| 
PE 
全 
ed 
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表 3-25 


一 173 
| 1/3 


在 表 3-25 中 进行 分 析 , 当 z 增 大 至 :1 宇 2 时 , 则 28 和 0。 即 0 委 上 大 2 时 ,最 优 解 为 
(2 一 t,4,0,0)T。 当 1 记 2 时 , 则 5 二 0; 故 将 xz! 作为 换 出 变量 ,用 对 偶 单 纯 形 法 迭代 一 步 ， 
得 表 3-26 。 


表 3-26 


Tv 


] ] ] 


从 表 3-26 可 见 , 当 上 二 6 时 ,问题 无 可 行 解 ; 当 2 三 1 硅 6 时 ,问题 的 最 优 解 为 
[0.6 一 上 0 一 6 十 3 六 


习 和 


3.1 用 改进 单纯 形 法 (矩阵 计算 法 ) 求 解 以 下 线性 规划 问题 。 
(C1) max zz 一 607zl 一 27y 十 373 


pr “a 2 Ta < 


(2) min z=27) TXT» 
[37 十 一 
36 
| a ee 


.证 ] 皇 . 十 避 0 


‘87 
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3.2 已 知 茶 线性 规划 问题 ,用 单纯 形 法 计算 时 得 到 的 中 间 茶 两 步 的 计算 表 见 


表 3-27, 试 将 表 中 空白 处 数字 填 上 ， 


表 3-27 


We 8/3 2/3 
Ts 14/3 一 4/3 
Xe 20/3 5/3 


请 4 出 下 列 线 性 规划 问题 的 对 偶 问 题 ,再 写 出 对 偶 问 题 的 对 偶 , 并 验证 其 即 为 原 


上 问题。 
(1) min xz—27z7T2rsT rs (2) max 2— zi TT Lr Td rs dr 
rs he Re A Ta 一 374 一 5 
dreT eA Be Be Bes 二 Fr 二 3 一 
ee Se La . 一 
Se tits 之 0， za 和 0， x4 无 约束 
(C3) I = :a ey (4) max z= 小: Cs 
st et | 站 一 】 
i 一 oar 人 bs =, ym Sm 
| j=1 
各， Ti 一 by Leya De —B3 2—m Tlam Tor "ym 
i 一 1 
Xi 0 a 当 一 1 “7 


Ti 无 约束 ， 当 一 而 十 1 ,天 


3.4 判断 下 列 说 法 是 否 正 确 , 为 什么 ? 


(1) 如 线性 规划 的 原 问 题 存 在 可 行 解 , 则 其 对 侦 问 题 也 一 定 存 在 可 行 解 ; 


(2) 如 线性 规划 的 对 偶 问 题 无 可 行 解 , 则 原 问 题 也 一 定 无 可 行 解 ; 


(3) 如 果 线 性 规划 的 原 问 题 和 对 侦 问 题 都 有 具有 可 行 解 , 则 该 线性 规划 问题 一 定 有 具有 


有 限 最 优 解 。 
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3.5 设 线性 规划 问题 1 是 


一 ] 
i 1 二] ,2,*** ,In 
FP 
0 7 三 1] ,2， spi 
(Cy? ,，… ,yx ) 是 其 对 侦 问 题 的 最 优 解 。 
又 设 线性 规划 问题 2 是 
AX 之» Ca} 
= 
DS) arbith, i=1,2;",m 
= 
0% i 


其 中 &; 是 给 定 的 常数 ,求证 
max zy < max zl 十 Ry 


3.6 已 知 线性 规划 问题 max zx 一 CX,AX==b， X>0， 分 别 说 明 发 生 下 列 情况 时 ,其 对 
偶 问 题 的 解 的 变化 : 

(a) 问题 的 第 & 个 约束 条 件 乘 上 名 数 和 (天 0) 1 

(b) 将 第 & 个 约束 条 件 乘 上 篆 数 1 人 (1 天 0) 后 加 到 第 > 个 约束 条 件 上 |; 

(c) 目标 图 数 max z 一 MCX (CA 天 0) ; 

Cd) 模型 中 下 一 (Cr zz)I 用 不 一 (3ziz…yzo)I 代 换 。 

3.7 已 知 线性 规划 问题 


二 


1] | a1s | aas 1 | 0 0 
下 1 下 ye 十 让 3 十 -站 十 一 
亿 21 L O22 023 [0 1 b: 
人 -之 0， 站 
用 单纯 形 法 求解 ,得 到 最 终 单纯 形 表 如 表 3-28 所 示 ,要 求 : 
(1 ) 求 Ol Oe s O13 * Oa] san s Con ss Sa 的 值 ; 


C27 求 c ;cs 的 值 ， 
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3.8 已 知 线性 规划 问题 


秆 /( 围 A 县 

max z—2z1TZx2: ox 6 对 偶 变 量 
TI 十 zs 十 zx 二 8 1 
Wp 2 Ys2 


a jo— led 
其 对 偶 问 题 的 最 优 解 为 二 4,y2 三 1, 试 应 用 对 倡 问题 的 性 质 , 求 原 问 题 的 最 优 解 。 
3.9 试用 对 偶 单 纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 
(1) min z= .xT zx (2) min xz 一 37zl 十 27y 十 并 十 4 
0 
a a 
5 十 2 十 xs Gi- 让 15 


Wr 十 .下 3 -4 
1 十 7 了 7 了 


1] Ew 
1 so sa sa -过 0 


3.10” 现 有 线性 规划 问题 


mAax 2z—— hey TT Drs TT Ls 
2 ey Te (QD) 
人 et ee ee 


ee ee 
先 用 单纯 形 法 求 出 最 优 解 ,然后 分 析 在 下 列 各 种 条 件 下 ,最 优 解 分 别 有 什 么 变化 。 
(1) 约束 条 件 山 的 右 端 常数 由 20 变 为 30; 
(2) 约束 条 件 忆 的 右 端 弟 数 由 90 变 为 70; 
(3) 目标 函数 中 zs 的 系数 由 13 变 为 8; 


约束 中 x 的 系数 列 向 量 由 | |。 jz 引 


(5) 增加 一 个 约束 条 件 咏 2z1 十 3zz 十 5xs 硅 50; 
(6) 将 原 约束 条 件 回 改变 为 10zi 十 5zs 十 10zs 近 100。 
3.11 已 知 某 工厂 计划 生产 工 , 工 , 亚 三 种 产品 ,各 产品 需要 在 A,B,C 设备 上 加 工 ， 
有 关 数 据 见 表 3-29。 试 回答 : 
表 3-29 
3 
2 


a 


(4 


1 


C  »? | i 10 | 420 
单位 产品 利润 / 千 元 
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(1) 如 何 充 分 发 挥 设 备 能 力 , 使 生产 属 利 最 大 ? 

(2) 阁 为 了 增加 产量 ,可 借用 其 他 工厂 的 设备 B, 每 月 可 借用 60 台 时 ,租金 为 1.8 万 
元 ,; 问 借用 B 设备 是 否 合算 ? 

(3) 硅 男 有 两 种 新 产品 信 ,V ,其 中 区 需 用 设备 A 为 12 台 时 ;已 为 5 台 时 ;C 为 10 
台 时 ,单位 产品 赢利 2. 1 千 元 ; 新 产品 V 需 用 设备 A 为 4 台 时 ,B 为 4 台 时 ,C 为 12 台 
时 ,单位 产品 局 利 1. 87 和 二 元 。 如 A,B,C 设备 台 时 不 增加 ,分 别 回答 这 两 种 新 产品 投产 在 
经 济 上 是 否 合 算 。 

(4) 对 产品 工 忆 重新 进行 设计 ,改进 绪 构 。 改 进 后 生产 每 件 产 品 工 , 需 用 设备 A 为 9 
台 时 ,设备 B 为 12 台 时 ,设备 C 为 4 人 台 时 ,单位 产品 属 利 4. 5 和 干 元 , 问 这 对 原 计划 有 
可 影响 ? 

3.12 分 析 下 列 参 数 规划 中 当 t 变化 时 最 优 解 的 变化 情况 。 

Cl) mr D(C— 0D T2200 人 T(t (二 0 
| 
GT 二 25 三 .460 
| Ts < .#420 


ee We 
(2) ax EET 
ae | 
271 十 2x; 十 ZX 于 30 
a 
(3 max sts}y— 2 | 0425) 
[Zi <10 十 27 
5 一 
Tes10 二 2 
i 
(47 max z(t)—21zi 二 12 18x lox: (O009) 
[Sz 十 3z 十 6zx3 十 3zx4 夺 30 十 t 
6 一 3 二 1125 十 Ba 过 78 一 : 
1 
1 


oD 


HAPTER 4 
ie 
第 4 和 草 


运输 问题 


物流 和 供应 链 管 理 是 当前 管理 研究 的 热点 和 前 治 领 域 。 供 应 链 是 一 个 由 物流 系统 和 
该 供应 链 中 的 所 有 单个 组 织 或 企业 相关 活动 组 成 的 网 络 。 为 满足 供应 链 中 顾客 需求 , 需 
要 对 商品 服务 及 相关 信息 ,从 产地 到 消费 地 高 效率 低 成 本 地 流动 及 储存 进行 规划 、 执 行 和 
控制 。 运 筹 学 对 运输 模型 的 人 研究 为 达到 上 述 目 的 提供 了 相应 的 理论 基础 。 


4.1 ”运输 问题 的 数学 模型 


在 经 济 建设 中 ,经 稼 碰 到 大 宗 物 资 调运 问题 。 如 煤 、 钢 铁 、 木材 .粮食 等 物资 ,在 全 国 
有 硅 干 生产 基地 ,根据 已 有 的 交通 网 ,应 如 何 制 订 调 运 方案 ,将 这 些 物资 运 到 各 消费 地 点 ， 
而 总 运费 要 最 小 。 这 问题 可 用 以 下 数学 语言 描述 。 

已 知 有 mx 个 生产 地 点 A;,i1 二 1,2,…,m。 可 供应 菜 种 物资 ,其 供应 量 ( 产 量 ) 分 别 为 
Qisi 王 1,2,…,m, 有 nn 个 销 地 B;,j 一 1,2,…,n, 其 需要 量 分 别 为 5; ,7 二 1,2,…,n,; 从 A; 到 
B; 运输 单位 物资 的 运 价 ( 单 价 ) 为 c;; ,这 些 数 据 可 汇总 于 产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 中 , 见 
表 4-1、 表 4-2。 有 时 可 把 这 两 表 合 二 为 一 。 


表 4-1 表 4-2 
销 地 
产地 产量 产地 
1 2 71 

] ul ] Cl Cl2 Cl 
2 U2 

2 Cal C22 Can 
mi im 
销 量 mn Cml Cam2 SS Cn 


右 用 zj 表示 从 A; 到 B; 的 运 量 ,那么 在 产销 平衡 的 条 件 下 ,要 求 得 总 运费 最 小 的 调 
运 方案 ,可 求解 以 下 数学 模型 


92 


-1 j=] 
2 zy =b;, 7 三 ] ,2 ,nn (4-1) 
po 1 一 ] ,2 ,7 0 
0 (4 2) 
,>0 


这 就 是 运输 问题 的 数学 模型 。 它 包含 msXn 个 变量 , (mx 十 0) 个 约束 方程 。 其 系数 算 
阵 的 结构 比较 松 藤 , 且 特 殊 。 
二 11 -12 YY” no a an mlLnm2 "” Cmn 


url 1 … 1 


U2 1 1 1 

和 m 行 
7 1 1 1 

vi|l ] 1 

Ts ] 1 ] 四 行 
wha | 1 1 1 


该 系数 矩阵 中 对 应 于 变量 x;; 的 系数 向 量 P,, ,其 分 量 中 除 第 i 个 和 第 mx 十 ; 个 为 1 以 
外 ,其 余 的 都 为 零 。 恨 
书 ) 一 (0…1.…0…1…0) 一 ei 十 en+) 
对 产销 平衡 的 运输 问题 ,由 于 有 以 下 关系 式 存在 


2 
所 以 模型 最 多 只 有 m 十 n 一 1 个 独立 约束 方程 。 即 系数 矩阵 的 秩 三 m 十 n 一 1。 由 于 有 以 
上 特征 ,所 以 求解 运输 问题 时 ,可 用 比较 简便 的 计算 方法 ,习惯 上 称 为 表 上 作业 法 。 
对 产销 平衡 的 运输 问题 ,一 定 存在 可 行 解 。 又 因为 所 有 变量 有 界 , 因 而 存在 最 优 解 。 


4.2 表 上 作业 法 


表 上 作业 法 是 单纯 形 法 在 求解 运输 问题 时 的 一 种 简化 方法 ,其 实质 是 单纯 形 法 , 故 也 
称 运 输 问 题 单纯 形 法 。 但 具体 计算 和 术语 有 所 不 同 。 可 归纳 为 : 

(1) 找 出 初始 基 可 行 解 。 即 在 有 m Xn 格 的 产销 平衡 表 上 按 一 定 的 规则 ,给 出 mx 十 
n 一 1 个 数字 , 称 为 数字 格 。 它 们 就 是 初始 基 变 量 的 取 值 。 
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(2) 求 各 非 基 变量 的 检验 数 , 即 在 表 上 计算 空格 的 检验 数 , 判 别 是 否 达 到 最 优 解 。 如 
已 是 最 优 解 , 则 停止 计算 ,否则 转 到 下 一 步 。 

(3) 确定 换 入 变量 和 换 出 变量 , 找 出 新 的 基 可 行 解 。 在 表 上 用 闭 回 路 法 调整 。 

(4) 重复 (2)、(3) 直 到 得 到 最 优 解 为 止 。 

yy nd a A 

例 4-1 某 公司 经 销 甲 产品 。 它 下 设 三 个 加 工厂 。 每 日 的 产量 分 别 是 : Al 为 7 吨 ， 
A; 为 4 吨 ,A: 为 9 吨 。 该 公司 把 这 些 产品 分 别 运 往 四 个 销售 点 。 各 销售 点 每 日 销量 为 : 
Bl 为 3 吨 ,B, 为 6 吨 ,Bs 为 5 吨 ,B, 为 6 吨 。 已 知 从 各 工厂 到 各 销售 点 的 单位 产 ie 
价 如 表 4-3 所 示 。 问 该 公司 应 如 何 调 运 产品 ,在 满足 各 销 点 的 需要 量 的 前 提 下 ,使 总 运 
为 最 少 。 

解 ” 先 画 出 该 问题 的 单位 运 价 表 和 产销 平衡 表 , 见 表 4-3、 表 4-4。 


表 4-3 单位 运 价 表 


加 工厂 


Al 10 
A; 8 
As 5 
表 4-4 产销 平衡 表 
产 地 z 产量 
CEE EC EC 
Al 
As 
销量 3 | 6 | 5 | $6 


4.2.1 确定 初始 基 可 行 解 
这 与 一 般 线性 规划 问题 不 同 。 产 销 平 衡 的 运输 问题 总 是 存在 可 行 解 。 因 有 


i 


ba 2 Di 一 区 
一 ] j=1 
必 存 在 

yy 1 一 1],…… ,7177， 7 一 1 ,nn 


这 就 是 基 可 行 解 。 又 因 


0 三 Ti min(a; ,b;) 
故 运 输 问 题 必 存在 最 优 解 ，。 
确定 初始 基 可 行 解 的 方法 很 多 ,一 般 希 望 的 方法 是 既 人 简便 ,又 尽 可 能 接近 最 优 解 。 下 
面 介绍 两 种 方法 : 最 小 元 素 法 和 伏 格 尔 (Vogel) 法 。 


1. 最 小 元 素 法 
这 方法 的 基本 思想 是 就 近 供 应 , 即 从 单位 运 价 表 中 最 小 的 运 价 开始 确定 供销 关系 , 然 


后 次 小 。 一 直到 给 出 初始 基 可 行 解 为 止 。 现 以 例 4-1 进行 讨论 。 

第 一 步 : 从 表 4-3 中 找 出 最 小 运 价 为 1, 这 表示 先 将 A; 的 产品 供应 给 Bl 。 因 az> 
bi ,As 除 满足 Bi 的 全 部 需要 外 ,还 可 多 余 1 吨 产 品 。 在 表 4-4 的 (A: ,Bi ) 的 交叉 格 处 填 
上 3。 得 表 4-5。 并 将 表 4-3 的 Bi 列 运 价 划 去 ,得 表 4-6。 

第 二 步 : 在 表 4-6 未 划 去 的 元 素 中 再 找 出 最 小 运 价 2, 确 定 A, 多 余 的 1 吨 供 应 B，， 
相应 地 划 去 A; 行 运 价 ,并 得 到 表 4-7, 表 4-8。 


表 4-5 


而 正片 
| | | | 


A 1 
A: 3 4 
9 
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表 4-8 


第 三 步 : 在 表 4-8 未 划 去 的 元 素 中 再 找 出 最 小 运 价 3; 这 样 一 步 步 地 进行 下 去 ,直到 
单位 运 价 表 上 的 所 有 元 素 划 去 为 止 , 最 后 在 产销 平衡 表 上 得 到 一 个 调运 方案 , 见 表 4-9。 
这 方案 的 总 运费 为 86 元 。 


表 4-9 


用 最 小 元 素 法 给 出 的 初始 解 是 运输 问题 的 基 可 行 解 ,其 理由 为 : 

(1) 用 最 小 元 素 法 给 出 的 初始 解 , 是 从 单位 运 价 表 中 逐次 地 挑选 最 小 元 素 , 并 比较 产 
量 和 销量 。 当 产 大 于 销 , 划 去 该 元 系 所 在 列 。 当 产 小 于 销 , 划 去 该 元 素 所 在 行 。 然 后 在 未 
划 去 的 元 取 中 再 找 最 小 元 双 ,再 确定 供应 关系 。 这 样 在 产销 平衡 表 上 每 十 人 一 个 数字 ,在 
运 价 表 上 就 划 去 一 行 或 一 列 。 表 中 共有 m 行 n 列 , 总 共 可 划 (n 十 m) 条 直线 。 但 当 表 中 内 
剩 一 个 元 双 时 ,这 时 当 在 产销 平衡 表 上 填 这 个 数字 时 ,而 在 运 价 表 上 同时 划 去 一 行 和 一 
列 。 此 时 把 单价 表 上 所 有 元 素 都 划 去 了 ,相应 地 在 产销 平衡 表 上 填 了 Cm 十 n 一 1) 个 数字 。 
即 给 出 了 (Cm 十 n 一 个 其 变量 的 值 。 

(2) 这 (m 十 n 一 1) 个 基 变 量 对 应 的 系数 列 癌 量 是 线性 独立 的 。 

证 ”者 表 中 确定 的 第 一 个 基 变 量 为 x;; , 它 对 应 的 系数 列 癌 量 为 

ii 
因 当 给 定 zx;; 的 值 后 ,将 划 去 第 五 行 或 第 廊 列 , 即 其 后 的 系数 列 向 量 中 再 不 出 现 6; 或 
c+ "因而 Ps 不 可 能 用 解 中 的 其 他 向 量 的 线性 组 合 表示 ， 类 似 地 给 出 第 2 个 ,…, 第 
(7 十 2 一 1) 个 。 这 (2 十 2 一 1) 个 回 量 都 不 可 能 用 解 中 的 其 他 回 量 的 线性 组 合 表 示 。 故 这 
(Cm 十 n 一 1) 个 癌 量 是 线性 独立 的 。 

i td 解 时 ， 有 本 能 在 六 - 销 平衡 表 上 填 入 一 个 数字 后 ,在 单位 运 价 表 
上 同时 划 去 一 行 和 一 列 。 这 时 就 出 现 退 化 。 关 于 退化 时 的 处 理 将 在 4.2.4 小 节 中 讲述 

2. 伏 格 尔 ; 

最 小 元 条 法 的 缺点 是 : 可 能 开始 时 市 省 一 处 的 费用 ,但 随后 在 其 他 处 要 多 花 几 信和 的 


运费 。 伏 格 尔 法 考虑 到 ,一 产地 的 产品 假如 不 能 按 最 小 运费 就 近 供 应 ,就 考虑 次 小 运费 ， 
这 就 有 一 个 差额 。 差 额 越 大 ,说 明 不 能 按 最 小 运费 调运 时 ,运费 增加 越 多 。 因 而 对 差 御 最 
大 处 ,就 应 当 采 用 最 小 运费 调运 。 基 于 此 , 伏 格 尔 法 的 步骤 是 . 

第 一 步 : 在 表 4-3 中 分 别 计算 出 各 行 和 各 列 的 最 小 运费 和 次 最 小 运费 的 差额 ,并 十 
人 入 该 表 的 最 右 列 和 最 下 行 , 见 表 4-10。 


表 4-10 


第 二 步 : 从 行 或 列 差额 中 选 出 最 大 者 ,选择 它 所 在 行 或 列 中 的 最 小 元 素 。 在 表 4-10 
中 B; 列 是 最 大 差额 所 在 列 。B; 列 中 最 小 元 素 为 4, 可 确定 A; 的 产品 先 供应 B, 的 需要 。 
得 表 4-11。 同 时 将 运 价 表 中 的 B; 列 数字 划 去 。 如 表 4-12 所 示 。 


表 4-11 


地 产量 
机 


第 三 步 : 对 表 4-12 中 未 划 去 的 元 素 再 分 别 计 算出 各 行 、 各 列 的 最 小 运费 和 次 最 小 运 
费 的 差额 ,并 填 入 该 表 的 最 右 列 和 最 下 行 。 重 复 第 一 、 二 步 。 直 到 给 出 初始 解 为 止 。 用 此 
法 给 出 例 4-1 的 初始 解 列 于 表 4-13。 


表 4-12 
行 差额 
Al 人 
岂 ， 1 
A, 
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表 4-13 
销 ”地 
产 地 产量 

Bi B; B; B, 
A 5 2 
A, 3 1 
A; 3 


明 | 3 | 6 | 5 | 6 ~ 


由 以 上 可 见 : 伏 格 尔 法 同 最 小 元 系 法 除 在 确定 供求 关系 的 原则 上 不 同 外 ,其 余 步 又 
相同 。 伏 格 尔 法 给 出 的 初始 解 比 用 最 小 元 系 法 给 出 的 初始 解 更 接近 最 优 解 。 
本 例 用 伏 格 尔 法 给 出 的 初始 解 就 是 最 优 解 。 


4.2.2 最 优 解 的 判别 


判别 的 方法 是 计算 空格 ( 非 基 变量 ) 的 检验 数 cy 一 CeB-: Pi (i,j EN)。 因 运输 问题 
的 目标 函数 是 要 求实 现 最 小 化 , 故 当 所 有 的 c;; 一 CaB 7 'P;; 宇 0 时 ,为 最 优 解 。 下 面 介 绍 两 
种 求 空格 检验 数 的 方法 。 

1. 闭 回 路 法 

在 给 出 调运 方案 的 计算 表 上 (如 表 4-13) ,从 每 一 空格 出 发 找 一 条 闭 回 路 。 它 是 以 某 
室 格 为 起 点 。 用 水 平 或 垂直 线 向 前 划 , 当 碰 到 一 数字 格 时 可 以 转 90" 后 ,继续 前 进 , 直 到 
回 到 起 始 空格 为 止 。 简 单 的 闭 回 路 如 图 4-1 的 Ca) ,(b),(c) 所 示 。 复 杂 的 是 (Ca),(b),(c) 


图 形 的 组 合 。 


(a) (b) (©) 
图 4-1 


从 每 一 空格 出 发 一 定 存 在 和 可 以 找到 唯一 的 团 回 路 。 因 (Gm 十 n 一 个 数字 格 ( 基 变 
量 ) 对 应 的 系数 向 量 是 一 个 基 。 任 一 空格 ( 非 基 变量 ) 对 应 的 系数 癌 量 是 这 个 基 的 线性 组 
合 。 如 P,;; ,i,jEN 可 表示 为 
P;; ~ ei en, 
Se A ee J et ee 
i a RE Dk ee 
Poe—PeTP.—P TP, 


其 中 Pi ,Pu ,Pi, ,P,,,P,; EB。 而 这 些 向 量 构 成 了 闭 回 
路 ( 见 图 4-2)，。 

闭 回 路 法 计算 检验 数 的 经 济 解释 为 : 在 已 给 出 初 
始 解 的 表 4-9 中 ,可 从 任 一 空格 出 发 ,如 (4 ,Bi) , 若 让 
Ai 的 产品 调运 1 吨 给 Bl 。 为 了 保持 产销 平衡 ,就 要 依 
次 作 调 整 : 在 (Al,B;) 人 处 减少 1 吨 , (A,,B;) 处 增加 图 4-2 
1 吨 ,(A; ,Bi) 处 减少 1 吨 , 即 构成 了 以 CAi,Bi) 空 格 为 起 点 ,其 他 为 数字 格 的 闭 回 路 。 如 
表 4-14 中 的 虚线 所 示 。 在 这 表 中 闭 回路 各 项 点 所 在 格 的 右上 和 角 数 学 是 单位 运 价 ，。 


表 4-14 
产地 产量 
A 
二 > 4 
A 9 
销量 


可 见 该 调整 的 方案 使 运费 增加 
(十 1)X3 十 (一 1)X3 十 (十 1)X2 十 (一 1)X1= 二 1( 元 ) 
这 表明 车 这 样 调整 运 量 将 增加 运费 。 将 “1” 这 个 数 填 入 (A ,Bi) 格 ,这 就 是 检验 数 。 按 以 
上 所 述 ,可 找 出 所 有 空格 的 检验 数 , 见 表 4-15。 


表 4-15 

(11) (11) 一 (13) 一 (23) 一 (21) 一 (11) 1 
(12) (12)—(14)— (34)— (32)— (12) 2 
(22) (22) 一 (23) 一 (13) 一 (14) 一 (34) 一 (32) 一 (22) 1 
(24) (24)—(23)—(13)—(14)— (24) 一 1 
(31) (31) 一 (34) 一 (14) 一 (13) 一 (23) 一 (21) 一 (31) 10 


(33) Tt Ct130—X432) 12 


当 检 验 数 还 存在 负数 时 ,说 明 原 方案 不 是 最 优 解 ,要 继续 改进 ,改进 方法 见 4. 2. 3 
小 节 。 

2. 位 势 法 

用 闭 回 路 法 求 检验 数 时 , 需 给 每 一 空格 找 一 条 闭 回 路 。 当 产销 点 很 多 时 ,这 种 计算 很 
票 。 而 且 在 极 冰 情 放下 ,有 时 找 一 条 团 回 路 都 不 容易 。 为 此 ,下 面 介 绍 一 种 较为 简便 的 方 
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这 HlHMas sm? Us Us sT, AE 是 对 应 产销 平衡 的 运输 问题 的 nm 一 7 个 约束 条 件 的 对 

偶 变 量 。B 是 含有 一 个 人 工 变 量 x, 的 (mx 十 n) X (m 十 n) 初 始 基 矩阵 。 当 用 最 小 元 率 法 等 

给 出 初始 基 可 行 解 时 ,有 mx 十 n 一 1 个 数学 格 , 即 赋值 基 变 量 ; 从 线性 规划 的 对 偶 理 论 
可 知 


Cp 下 一 = (ui so soUn? Us U9" 0, ) 


而 每 个 决 寅 变量 zx;; 的 系数 癌 量 P,; 一 ej; 十 ew4;， 有 所 以 CpB 7'P,; 一 wu; 十 v;。 于 是 检验 数 


0ij 一 Cij CpB Pi 
由 单纯 形 法 得 知 所 有 基 变 量 的 检验 数 等 于 0。 即 
ci 一 (zi 十 zi) 一 0， isjEB 


运输 问题 的 原 问题 是 等 式 约束 ; 它 的 对 偶 问题 的 变量 是 无 约束 。 
例如 ,在 例 4-1 的 由 最 小 元 对 法 得 到 的 初始 解 中 xzs ,zaiy zolyzszy zlsyz 是 基 变 量 。 
iu 为 人 工 变 量 ,这 时 对 应 的 检验 数 是 


基 变 量 检验 数 

无 和 一 即 2 一 (zz 十 zs) 一 0 
i 一 一 So—{ws Ti} —0 
这 站 Col — (ws vw) =0 1 一 《ay Tv)=0 
ep ca 一 (as 十 Do) 一 0 4 一 (zs 十 zz) 一 0 
pa 一 3 一 (ul 十 v3) 二 0 
EP 一 10— (wu 十 ZJ) 一 0 

以 上 6 个 方程 ,7 个 未 知 数 为 不 证 方程 组 , 令 wi 二 0 可 求 得 
一 一 1 上 1， 1 一 一 D， 一 2， 一 9， 3 一 3， 一 10 


因 非 基 变 量 的 检验 数 
oj cj — (ui Tv), icCN 
这 就 可 以 从 已 知 的 u,v; 值 中 求 得 。 这 些 计 算 可 在 表格 中 进行 。 现 以 例 4-1 进行 说 明 。 
第 一 步 : 按 最 小 元 系 法 给 出 表 4-9 的 初始 解 ,并 在 对 应 表 4-9 的 数学 格 处 填 和 单位 


运 价 , 见 表 4-16。 
表 4-16 
地 
B, 
A 10 
A 
F 5 
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第 二 步 : 在 表 4-16 上 增加 一 行 一 列 , 在 列 中 填 入 ui, 在 行 中 填 入 vj ,得 表 4-17。 


表 4-17 
销 地 
产 。 地 网 
Bi b; Bb; b, 
Ai 3 10 0 
A; 1 2 —] 
A, 4 b = 


先 令 二 0, 然 后 按 wi 十 v; 二 ci ,i,7EB 相继 地 确定 uj,v;。 分 别称 wu; 和 w; 为 行 位 势 
和 列 位 势 。 由 表 4-17 可 见 , 当 w= 二 0 时 ,由 ww 十 vs 二 3 可 得 ws 一 3, 由 wi 十 vw 二 10 可 得 
ww 二 10; 在 乙 二 10 时 ,由 ws 十 w= 二 5 可 得 ws 二 一 5;, 以 此 类 推 可 确定 所 有 的 wi ;wv 的 数值 。 
第 三 步 : 按 gj 一 0; 一 (wi 十 vw ),i,7EEN, 计 算 所 有 空格 的 检验 数 。 如 
II11 一 CI 一 (2 十 看) 一 3 一 (人 0 十 2) 一] 
Il 一 Clz 一 (2 十) 一 11 一 (0 十 9) 一 2 
这 些 计 算 可 和 直接 在 表 4-17 上 进行 。 为 了 方便 , 特 设计 计算 表 , 如 表 4-18 所 示 。 


表 4-18 
销 地 
地 u; 
B B, RB 六 
Al 
0 
, 9 区 通 
2 
一 1 


在 表 4-18 中 还 有 负 检验 数 。 说 明 未 得 最 优 解 ,还 可 以 改进 。 
4.2.3 改进 的 方法 为 回 路 调整 法 
当 在 表 中 空格 处 出 现 负 检 验 数 时 ,表明 未 得 最 优 解 。 若 有 两 个 和 两 个 以 上 的 负 检 验 


数 时 ,一般 选 其 中 最 小 的 负 检 验 数 , 以 它 对 应 的 室 格 为 调 人 格 。 即 以 它 对 应 的 非 基 变量 为 
换 人 和 人 变量。 由 表 4-18 得 (2 ,4) 为 调 人 格 。 并 以 此 格 为 出 发 点 作 一 闭 回 路 ,如 表 4-19 所 示 。 
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(2,4) 格 的 调 入 量 96 是 选择 财 回 路 上 具有 (一 1) 的 数字 格 中 的 最 小 者 。 即 0 三 
min(1,3) 二 1( 其 原理 与 单纯 形 法 中 按 0 规划 来 确定 换 出 变量 相同 )。 然 后 按 团 回路 上 的 
正 . 质 号 ,加 上 和 减 去 此 全 ,得 到 调整 方案 ,如 表 4-20 所 示 。 


表 4-20 


对 表 4-20 给 出 的 解 ,再 用 财 回 路 法 或 位 势 法 求 各 空格 的 检验 数 , 见 表 4-21。 表 中 的 
所 有 检验 数 都 非 负 , 故 表 4-20 中 的 解 为 最 优 解 。 这 时 得 到 的 总 运费 最 小 ,为 85 元。 


表 4-21 


销量 


4.2.4 表 上 作业 法 计算 中 的 问题 


1. 无 穷 多 最 优 解 
在 4. 2. 1 小 节 中 提 到 ,产销 平 衔 的 运输 问题 必定 存在 最 优 解 。 那 么 有 唯一 最 优 解 还 
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是 无 穷 多 最 优 解 ”判别 依据 与 2. 3. 3 小 证 讲述 的 相同 。 即 某 个 非 基 变量 (空格 ) 的 检验 数 
为 0 时 ,该 问题 有 无 穷 多 最 优 解 。 表 4-21 空格 (1,1) 的 检验 数 是 0, 表 明 例 4-1 有 无 穷 多 
最 优 解 。 可 在 表 4-20 中 以 (1,1) 为 调和 入 格 , 作 闭 回 路 (1,1), 一 01;4)- 一 (2,4), 一 
(2,1)_ 一 (1,1); 。 确 定 96 一 min(2,3) 一 2。 经 调整 后 得 到 另 一 最 优 解 , 见 表 4-22。 


表 4-22 
销 地 
产 ”地 Po 
Al 2 5 
A,; ] 3 4 
A; 3 
冰晶 5 | 。 | 5 
2. 退化 


用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 当 出 现 退 化 时 ,在 相应 的 格 中 一 定 要 填 一 个 0, 以 表示 此 
格 为 数字 格 。 有 以 下 两 种 情况 : 

(1) 当 确 定 初 始 解 的 各 供需 关系 时 ,车 在 (i,j) 格 填 人 某 数字 后 ,出 现 A,; 处 的 余 量 等 
于 B; 处 的 需 量 。 这 时 在 产销 平衡 表 上 填 一 个 数 ,而 在 单位 运 价 表 上 相应 地 要 划 去 一 行 和 
一 列 。 为 了 使 在 产销 平衡 表 上 有 (mm 十 2 一 1) 个 数字 格 。 这 时 需要 添 一 个 “0?。 它 的 位 置 
可 在 对 应 同时 划 去 的 那 行 或 那 列 的 任 一 空格 处 。 如 表 4-23 、 表 4-24 所 示 。 因 第 一 次 划 
去 第 一 列 , 剩 下 最 小 元 素 为 2, 其 对 应 的 销 地 B, ,需要 量 为 6, 而 对 应 的 产地 4A;, 未 分 配 量 
也 是 6。 这 时 在 产销 表 (3,2) 交 叉 格 中 填 人 6, 在 单位 运 价 表 4-24 中 还 需 同 时 划 去 B, 列 
和 A; 行 。 原 则 上 可 在 表 4-23 的 空格 (1,2),(2,2),(3,3),(3,4) 中 任 选 一 格 添 加 一 个 0。 
但 为 了 减少 调整 次 数 , 可 将 0 添加 到 上 述 4 个 空格 对 应 最 小 运 价 的 位 置 。 从 表 4-24 可 看 
出 最 小 运 价 的 位 置 为 6, 故 将 0 添加 到 空格 (3,4) 处 。 

表 4-23 


销 地 


| 
Ai 7 
A; 4 
A; 3 9 


销 生 | 3 | 6 | 5 | 6 


rai 
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表 4-24 
销 地 
i 地 
已， B, B, B, 
Ai 3 11 4 5 
A, 7 7 8 
A poe a ee 


(2) 在 用 闭 回路 法 调整 时 ,在 闭 回 路 上 出 现 两 个 和 两 个 以 上 的 具 
的 最 小 值 。 这 时 经 调整 后 ,得 到 退化 解 。 人 除 有 一 个 变 为 空格 
外 ,在 其 他 最 小 值 的 数字 格 必须 填 人 0, 表 明 它 是 基 变 量 。 当 出 现 退 化 解 后 ns 进 调 
整 时 ,可 能 在 某 闭 回路 上 有 标记 为 (一 1) 的 取 值 为 0 的 数字 格 ,这 时 应 取 调 整 量 9 一 0， 


4.3 产销 不 平衡 的 运输 问题 及 其 求解 方法 


前 面 讲 的 表 上 作业 法 ,都 是 以 产销 平衡 , 即 


3 Eh 区 pb 
为 前 提 的 ,但 是 实际 问题 中 产销 往往 是 不 平衡 的 ,这 就 需要 把 产销 不 平衡 的 问题 化 成 产销 
平衡 的 问题 ，。 
于 天 天 于 和 
3 i >) bp; 


时 ,运输 问题 的 数学 模型 可 写成 
min 之 一 » Cer Ts 
满足 


理 
» Ti GO—129" 


»， ii 一 心 ; (1 一 1,2，… 1) 
Ti; 0 
由 于 总 的 产量 大 于 销量 ,就 要 考虑 多 余 的 物资 在 哪 一 个 产地 就 地 储存 的 问题 。 设 
Xamt1 是 产地 A, 的 储存 量 ,于 是 有 


nl 
) ; i 人 BS , ; Ti di {于 二 站 ~ 77 ) 
站 一 由 
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> i —b, (7 三 1， ,77) 
=1] 
> Xintl », Ci bj; 一 + 
一 】 E 一 】 站 一 】 
今 Ee Cy 各 = z 一 1. ,7 ， Pi "sail 时 


EE 
将 其 分 别 代 入 ,得 到 


nt 好 十 1 ii 
3 ‘ ae 二 
Hi 之 一 人 ii cixi TT Ci 十 1 
i=1] 


i 一 1 j=] i = 
ni 于 
Ciyt i 
=1 了 一】 
满足 
六 十 ] 
涤 ii — 
j=1 
Tij 一 心 ) 
一 1 
Ti 之 0 
由 于 这 个 模型 中 
2 4 一 D) btbars = 3 


所 以 这 是 一 个 产销 平衡 的 运输 问题 ，。 
由 此 当 产 大 于 销 时 ,只 要 增加 一 个 假想 的 销 地 7 一 2 十 1( 实 际 上 是 储存 ) ,该 销 地 总 需 
2 
而 在 单位 运 价 表 中 从 各 产地 到 假想 销 地 的 单位 运 价 为 ci,,+41 二 0, 就 转化 成 一 个 产销 平衡 
的 运输 问题 。 类 似 地 , 当 销 大 于 产 时 ,可 以 在 产销 平衡 表 中 增加 一 个 假想 的 产地 i 二 mx 十 1， 
该 地 产量 为 


> = > 
在 单位 运 价 表 . 上 令 从 该 假想 产地 到 各 销 地 的 运 z 价 ,+1; 二 0, 同 样 可 以 转化 为 一 个 产销 平 
衡 的 运输 问题 。 
例 4-2 设 有 三 个 化 肥 厂 (A,B,C) 供 应 四 个 地 区 (I, 卫 , 轩 ,W ) 的 农用 化 肥 。 假 定 
等 量 的 化 肥 在 这 些 地 区 使 用 效果 相同 。 各 化 肥 厂 年 产量 ,各 地 区 年 需要 量 及 从 各 化 肥 厂 
到 各 地 区 运送 单位 化 肥 的 运 价 如 表 4-25 所 示 。 试 求 出 总 的 运费 最 节省 的 化 肥 调 拨 方 案 。 
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表 4-25 万 吨 
化 肥 厂 产量 
T 
A 16 13 22 17 50 
B 14 13 19 15 60 
C 19 20 23 一 50 
最 低 需求 30 70 0 10 
最 高 需求 50 70 30 不 限 


解 ” 这 是 一 个 产销 不 平衡 的 运输 问题 ,总 产量 为 160 万 吨 , 四 个 地 区 的 最 低 需 求 为 
110 万 吨 , 最 高 需求 为 无 限 。 根 据 现 有 产量 ,地 区 人 每 年 最 多 能 分 配 到 60 万 吨 , 这 样 最 高 
需求 为 210 万 吨 , 大 于 产量 。 为 了 求 得 平衡 ,在 产销 平衡 表 中 增加 一 个 假想 的 化 肥 厂 DD， 
其 年 产量 为 50 万 吨 。 由 于 各 地 区 的 需要 量 包 含 两 部 分 ,如 地 区 工 ,其 中 30 和 
求 , 故 不 能 由 假想 化 肥 厂 D 供给 , 令 相 应 运 价 为 M( 任 意 大 正 数 ), 而 另 一 部 分 20 万 吨 满 
足 或 不 满足 均 可 以 ,因此 可 以 由 假想 化 肥 厂 DD 供给 , 按 前 面 讲 的 , 令 相 应 运 价 为 0。 对 凡 
是 需求 分 两 种 情况 的 地 区 ,实际 上 可 按照 两 个 地 区 看 待 。 这 样 可 以 写 出 这 个 问题 的 产销 
平衡 表 ( 表 4-26) 和 单位 运 价 表 ( 表 4-27) 。 


表 4-26 产销 平衡 表 万 吨 


产地 - EE Tr A 产量 


A 50 
B 60 
昌 50 
D 50 


表 4-27 单位 运 价 表 


产地 
EE EE Te NW” 


A 17 
B 13 15 
C 20 M 
让 AT 0 


根据 表 上 作业 法 计算 ,可 以 求 得 这 个 问题 的 最 优 方案 如 表 4-28 所 示 。 


表 4-28 万 吨 
销 地 
产地 - n 下 , 产量 
I 1 N TV 
A 50 50 
B 20 10 30 60 
E 30 20 0 50 
D 30 20 50 


4.4 应 用 举例 


由 于 在 变量 个 数 相等 的 情况 下 , 表 上 作业 法 的 计算 远 比 单纯 形 法 简单 得 多 。 所 以 在 
解决 实际 问题 时 ,人 们 第 第 尽 可 能 地 把 某 些 线性 规划 问题 转化 为 运输 问题 的 数学 模型 。 
下 面 介 绍 几 个 典型 的 例子 。 

例 4-3 某 厂 按 合同 规定 需 于 当年 每 个 季度 末 分 别提 供 10,15,25,20 台 同 一 规格 的 
柴油 机 。 已 知 该 厂 各 季度 的 生产 能 力 及 生产 每 台 柴 油 机 的 成 本 如 表 4-29 所 示 。 又 如 果 
生产 出 来 的 柴油 机 当 季 不 交 货 的 ,每 台 每 积压 一 个 季度 需 储存 、 维 护 等 费用 0. 15 万 元 。 
要 求 在 完成 合同 的 情况 下 ,作出 使 该 厂 全 年 生产 (包括 储存 、 维 护 ) 费 用 最 小 的 决策 。 


表 4-29 
I 25 10. 8 
I 35 11. 1 
山 30 11.0 
N 10 11.3 


解 ” 由 于 每 个 季度 生产 出 来 的 柴油 机 不 一 定 当 季 交 仙 , 所 以 设 zij 为 第 i 季度 生产 的 
用 于 第 7 季度 交 信 的 柴油 机 数 。 
根据 合同 要 求 ,必须 满足 


二 11 一 10 
.下 13 了 玫 人 一 15 
113 二 TT23 -i —25 


E14 es i 和 一 20 
又 每 季度 生产 的 用 于 当 季 和 以 后 各 季 交 仙 的 柴油 机 数 不 可 能 超过 该 季度 的 生产 能 
力 , 故 又 有 
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5 
pp a re 
a ee 
Tal0 
第 i 季度 生产 的 用 于 第 7 季度 交 货 的 每 台 柴 油 机 的 实际 成 本 cv 应 该 是 该 季度 单位 成 
本 加 上 储存 、 维 护 等 费用 。c, 的 具体 数值 见 表 4-30。 


表 4-30 cei 值 万 元 
J 
1 
NV 

I 11. 25 
[ 11. 40 
亚 11. 15 
N 11. 30 


设 用 a; 表示 该 上 第 :季度 的 生产 能 力 , b; 表示 第 7 季度 的 合同 供应 量 , 则 问题 可 与 成 


4 4 
min z= bpy Ci Ti 
f=1 = 
满足 
和 
[2 eg 
j=1 
业 
六 Ti —b,; 
i= 1 
ee 
显然 ,这 是 一 个 产 大 于 销 的 运输 问题 模型 。 注 意 到 这 个 问题 中 当 ;全 7) 时 ,zi 二 0, 所 


以 应 令 对 应 的 co = 二 M, 再 加 上 一 个 假想 的 需求 DD, 就 可 以 把 这 个 问题 变 成 产销 平衡 的 运 
输 模 型 ,并 写 出 产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 ( 合 在 一 起 , 见 表 4-31) 。 


表 4-31 
产地 产量 
1 25 
[| 35 
咱 30 
NV 10 
销量 


经 用 表 上 作业 法 求解 ,可 得 多 个 最 优 方案 , 表 4-32 中 列 出 最 优 方案 之 一 。 即 第 T 季 
度 生产 25 台 ,10 台 当 季 交 货 ,15 台 第 开 季 度 交 货 ; 第 卫 季 度 生产 5 台 , 用 于 第 夺 季 度 交 


货 ; 第 了 季度 生产 30 台 , 其 中 20 侣 于 当 季 交 货 ,10 人 台 于 第 及 季度 交 货 。 第 及 季度 生产 
10 台 , 于 当 季 交 货 。 按 此 方案 生产 ,该 厂 总 的 生产 (包括 储存 、 维 护 ) 费 用 为 773 万 元 。 
表 4-32 侣 


销售 季度 


生产 季度 问 量 
7 


| 10 15 0 25 
亚 20 10 30 
NV 10 10 


例 4-4 某 航 运 公 司 承 担 六 个 港口 城市 A、B、C、.D.E、F 的 四 条 固定 航线 的 物资 运输 
任务 。 已 知 各 条 航线 的 起 点 ,终点 城市 及 每 天 航班 数 见 表 4-33。 假 定 各 条 航线 使 用 相同 
型 号 的 船只 ,又 各 城市 间 的 航程 天 数 见 表 4-34。 


表 4-33 
1 E D 3 
2 B 中 2 
3 A F 1 
4 D B ] 
表 4-34 天 
起 点 
F 
A 7 
B 8 
C 5 
D 20 
E 3 
F 0 


又 知 每 条 船只 每 次 装 和 全 货 的 时 间 各 需 1 天 , 则 该 航运 公司 至 少 应 配备 多 少 条 船 , 才 能 
满足 所 有 航线 的 运 货 需求 ? 

解 ”该 公司 所 需 配 备 船只 分 两 部 分 。 

(1) 载 赁 航程 需要 的 周转 船只 数 。 例 如 航线 1, 在 港口 疙 贷 1 天 ,ED 航程 17 
天 ,在 万 钊 货 1 天 ,总 计 19 天 。 每 天 3 航班 , 故 该 航线 周转 船只 需 57 条 。 各 条 航线 周转 
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所 需 船 只 数 见 表 4-35。 以 上 累计 共 需 周转 船只 数 91 条 。 


表 4-35 


] 17 1 ] 9 3 of 
1 3 1 2 10 
] 了 ] l 9 
1 13 ] 15 ] 1 


(2) 各 港口 间 调 度 所 需 船 只 数 。 有 些 港口 每 天 到 达 船 数 多 于 需要 船 数 ,例如 港口 DD， 
每 天 到 达 3 条 ,需求 1 条 ; 而 有 些 港口 到 达 数 少 于 需求 数 , 例 如 港口 如 。 各 港口 每 天 余 缺 
痊 只 数 的 计算 见 表 4-36 。 


ty NN 


表 4-36 条 
A —1 
B 一 
C 2 
D 
E 一 3 
F 1 


为 使 配备 船只 数 最 少 , 应 做 到 周转 的 空 船 数 为 最 少 。 因 此 建立 以 下 运输 问题 ,其 产销 


表 4-37 条 


污 每 天 多 余 船只 


Ee 2 
D 2 
F 1 


单位 运 价 表 应 为 相应 各 港口 之 间 的 船只 航程 天 数 , 见 表 4-38。 


表 4-38 天 
C 2 3 5 
D 14 13 17 


F 了 8 3 


用 表 上 作业 法 求 出 空 船 的 最 优 调度 方案 见 表 4-39 。 
表 4-39 条 


C 1 

D ] ] 号 

F 1 ] 
M 只 | 1 | 1 | 3 


每 天 缺少 船只 


由 表 4-39 知 最 少 需 周转 的 空 船 数 为 2x1 十 13Xx1 十 5X1l 十 17X1 十 3X1==40( 条 )。 
这 样 在 不 考虑 维修 .储备 等 情况 下 ,该 公司 至 少 应 配备 131 条 船 。 

例 4-5 在 例 4-1 中 ,如 果 假 定 中 每 个 工厂 生产 的 产品 不 一 定 直 接 发 运 到 销售 点 ,可 
以 将 其 中 几 个 产地 集中 一 起 运 ; @@ 运 往 各 销 地 的 产品 可 以 先 运 给 其 中 几 个 销 地 ,再 转运 
给 其 他 销 地 ; 图 除 产销 地 之 外 ,中 间 还 可 以 有 几 个 转运 站 ,在 产地 之 间 、 销 地 之 间或 产地 
与 销 地 间 转 运 。 已 知 各 产地 、 销 地 .中 间 转 运 站 及 相互 之 间 每 吨 产品 的 运 价 如 表 4-40 网 
示 ， en 和 非 直 接 运 输 的 各 种 可 能 方 这 情况 下 ,如何 将 三 
厂 每 天 生产 的 产品 运往 销售 地 ,使 总 的 运费 最 少 

解 ” 从 表 4-40 太 市 条 天 ,所 Al 到 B; 每 吨 产 品 的 直接 运费 为 11 元 ,如 从 4A, 经 A, 运 
往 B; ,每 吨 运 价 为 3 十 4 二 7( 元 ), 从 Al 经 T 运往 B, 只 需 1 十 5 一 6( 元 ) ,而 从 A;, 到 B, 运 
费 最 少 的 路 径 是 从 A 经 A, ,Bi 到 B; ,每 吨 产 品 的 运费 只 需 1 十 1 十 1 二 3( 元 )。 可 见 这 个 
问题 中 从 每 个 产地 到 各 销 地 之 间 的 运 A 般 的 运 
输 问 题 处 理 , 可 以 这 样 做 : 


表 4-40 


B, 
10 
8 

地 
5 
中 6 
间 7 
运 4 
站 6 
2 
销 ] 
地 3 
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(1) 由 于 问题 中 所 有 产地 、 中间 转运 站 、 销 地 都 可 以 看 做 产地 ,又 可 看 做 销 地 。 因 此 
把 整个 问题 当做 有 11 个 产地 和 11 个 销 地 的 扩大 的 运输 问题 。 

(2) 对 扩大 的 运输 问题 建立 单位 运 价 表 。 方 法 将 表 4-40 中 不 可 能 的 运输 方案 的 运 
价 用 任意 大 的 正 数 M 代替 。 

(3) 所 有 中 间 转 运 站 的 产量 等 于 销量 。 由 于 运费 最 少时 不 可 能 出 现 一 批 物资 来 回 倒 
运 的 现象 ,所 以 每 个 转运 站 的 转运 数 不 超 过 20 吨 。 可 以 规定 TT ,T: ,Ts ,T 的 产量 和 销 
量 均 为 20 吨 。 由 于 实际 的 转运 量 


> Tj adi, > zh 

可 以 在 每 个 约束 条 件 中 增加 一 个 松弛 变量 zz 相当 于 一 个 虚构 的 转运 站 ,意义 就 
是 上 自己 运 给 目 己 。(20 一 zi;) 就 是 每 个 转运 站 的 实际 转运 量 ,z;; 的 对 应 运 价 cj; 二 0。 

(4) 扩大 的 运输 问题 中 原来 的 产地 与 销 地 因为 也 有 转运 站 的 作用 ,所 以 同样 在 原 
来 产量 与 销量 的 数字 上 加 20 吨 , 即 三 个 三 每 天 糖果 产量 改 成 27,24,29 吨 , 销 量 均 为 
20 吨 ; 四 个 销售 点 的 每 天 销量 改 为 23,26,25,26 吨 , 产 量 均 为 20 吨 , 同 时 引进 zs 作为 
松弛 变量 。 

下 面 写 出 扩大 运输 问题 的 两 者 合 一 的 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 ( 见 表 4-41) ,由 于 这 

一 个 产销 平衡 的 运输 问题 ,所 以 可 以 用 表 上 作业 法 求解 (计算 略 ) 。 


表 4-41 


x 地 | 
| 


Al 2 
A; 1 24 
A; 3 29 
| 2 4 20 
了 1 2 20 
了 3 4 2 20 
了 4 3 2 20 
Bl 3 4 20 
B; 11 2 20 
B; 3 0 20 
B, 20 


二 到 EECSCSCSCOCSCECSCICSEC 


4.1 判断 表 4-42 和 表 4-43 中 给 出 的 调运 方案 能 否 作 为 用 表 上 作业 法 求解 时 的 初 
始 解 ,为 什么 ? 


表 4-42 
产地 rE 
] 15 
和» 25 
3 5 
销量 

表 4-43 

产地 产量 
] 400 
500 
3 300 
300 
100 

销量 


4.2 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明理 由 。 


(1) 在 运输 问题 中 ,只 要 任意 给 出 一 组 含 Cm 十 n 十 1) 个 非 零 的 {zx,}, 且 满足 pb = 
1 一 ] 


sj，>， zi 二 5;, 就 可 以 作为 一 个 初始 基 可 行 解 ; 
i 二 1 


(2) 表 上 作业 法 实质 上 就 是 求解 运输 问题 的 单纯 形 法 ; 

(3) 如 果 运 输 问 题 单 位 运 价 表 的 某 一 行 (或 某 一 列 ) 元 素 分 别 加 上 一 个 常数 有 ,最 优 调 
运 方案 将 不 发 生变 化 ; 

(4) 运输 问题 单位 运 价 表 的 全 部 元 素 乘 上 一 个 常数 (CR 二 0)， 最 优 调运 方案 将 不 发 
生变 化 。 

4.3 用 表 上 作业 法 和 伏 格 尔 (Vogel) 法 求 表 4-44 和 表 4-45 中 给 出 的 运输 问题 的 最 
优 解 和 近似 最 优 解 ( 表 中 数字 M 为 任意 大 正 数 )。 
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表 4-44 
产地 A 
] 9 
2 6 
3 2 
4 9 
销量 
表 4-45 
产地 Pa 
] 100 
2 120 
3 140 
4 80 
9 60 
销量 


4.4 已 知 运输 问题 的 产销 平衡 表 . 单 位 运 价 表 及 最 优 调 运 方案 分 别 见 表 4-46 和 
表 4-47 , 试 回答 下 列 问 题 。 


表 4-46 产销 平衡 表 及 最 优 调运 方案 


表 4-47 单位 运 价 表 


销 。 地 
产地 
10 ] 20 
Fy 


9 20 
16 18 


(1) 从 4A: 一 B: 的 单位 运 价 cz 在 什么 范 围 变化 时 ,上 述 最 优 调 还 方案 不 发 生变 化 ? 
(2) A, 一 B 的 单位 运 价 cw 变 为 何 值 时 ,有 无 穷 多 最 优 调 运 方案 。 除 表 4-46 中 方案 


外 ,至 少 再 写 出 其 他 两 个 。 

4.5 某 百 货 公 司 去 外 地 采购 4A、.B、C、D 四 种 规格 的 服装 ,数量 分 别 为 : A 一 一 
1 500 套 ,B 一 一 2 000 套 ,C 一 一 3 000 套 ,D 3 500 套 。 有 三 个 城市 可 供应 上 述 规格 服 
装 ,各 城市 供应 数量 分 别 为 : I 2 500 套 , 2 500 套 , 了 本 5 000 套 。 由 于 这 些 
城市 的 服 流质 量 、 运 价 和 销售 情况 不 同 ,预计 售 出 后 的 利润 (元 / 套 ) 也 不 同 , 详 见 表 4-48。 
请 帮助 该 公司 确定 一 个 预期 万利 最 大 的 采购 方案 。 

表 4-48 元 / 套 


I 10 5 6 
[| 8 2 7 
I 9 3 4 


4.6 甲乙 .两 三 个 城市 每 年 需要 煤 谈 分 别 为 : 320 万 吨 、250 万 吨 、350 万 吨 , 由 A、 
如 两 处 煤矿 负责 供应 。 已 类 炼 疡 年 供应 量 分 别 为 : A 一 一 400 万 吨 ,B 450 万 吨 。 由 
煤矿 至 各 城市 的 单位 运 价 ( 万 元 /万 吨 ) 见 表 4-49。 由 于 需 大 于 供 , 经 研究 平衡 决定 , 甲 城 
市 供应 量 可 减少 0 一 30 万 吨 , 乙 城市 需要 量 应 全 部 满足 , 丙 城 市 供应 量 不 少 于 270 万 吨 。 
试 求 将 供应 量 分 配 完 又 使 总 运费 为 最 低 的 调运 方案 。 


| 可 


表 4-49 万 元 /万 吨 
A 15 18 22 
B 21 25 16 


4.7 菏 造 船厂 根据 合同 要 从 当年 起 连续 三 年 年 末 各 提供 三 艘 规格 型 号 相同 的 大 型 
客人 叶轮。 已 知 该 三 这 三 年 内 生产 大 型 客 抽 轮 的 能 力 及 每 条 客人 质 轮 成 本 如 表 4-50 所 示 。 


表 4-50 
正常 生产 时 间 内 加 班 生产 时 间 内 正常 生产 时 每 笨 
可 完成 的 客 货轮 数 / 租 可 完成 的 客 货轮 数 / 稻 成 本 /万 元 
500 
2 4 2 600 
3 1 3 550 


已 知 加 班 生产 时 ,每 笨 客 货轮 成 本 比 正 背 生 产 时 高 出 70 万 元 。 又 知 造 出 来 的 客 货 轮 
如 当年 不 交 货 ,每 笨 每 积压 一 年 造成 积压 损失 为 40 万 元 。 在 签订 合同 时 ,该 厂 已 储存 了 
两 体 客 货轮 ,而 该 厂 硕 望 在 第 3 年 年 未 完成 合同 后 还 能 储存 一 条 备用 。 问 该 厂 应 如 何 安排 
每 年 客 货轮 的 生产 量 ,使 在 满足 上 述 各 项 要 求 的 情况 下 ,总 的 生产 费用 加 积压 损失 为 最 少 ? 


HAPTER 5 
第 5 草 
线性 目标 规划 


线性 规划 在 实践 中 得 到 广 沁 的 应 用 ,但 存在 两 方面 的 不 足 : 一 是 不 能 处理 多 目标 的 
优化 问题 ; 二 是 其 约束 条 件 过 于 刚性 化 ,不 允许 约束 质 源 有 丝 昌 超 差 。 目 标 规 划 是 为 了 
解决 上 述 不 足 , 而 创建 的 一 类 数学 模型 。 

目标 规划 的 有 关 概 念 和 数学 模型 是 由 美国 学 者 查 纳 斯 (A. Charnes) 和 库 们 (W. W. 
Cooper) 在 1961 年 首次 提出 。1965 年 Yuji. Djiri 在 处 理 多 目标 问题 分 析 各 类 目标 的 重要 
性 时 ,引入 了 赋予 各 目标 优先 因子 和 加 权 系 数 等 概念 ,进一步 完善 了 数学 模型 。 以 后 U. 
Jaahelaineu 和 Sang. Lee 改进 了 求解 方法 , 近 几 年 来 又 有 新 的 发 展 。 本 和 草 仅 介绍 有 优先 
等 级 和 加 权 系 数 的 线性 目标 规划 ,下 面 所 提 到 的 目标 规划 均 指 线性 目标 规划 。 


5.1 目标 规划 的 数学 模型 


为 了 具体 说 明 目 标 规划 与 线性 规划 在 处 理 问题 的 方法 上 的 区 别 , 先 通过 例子 来 介绍 
目标 规划 的 有 关 概 念 及 数学 模型 。 

例 S-1 某 工 厂 生 产 工 ,I 工 两 种 产品 ,已 知 有 关 数 据 见 表 5-1。 试 求 获 利 最 大 的 生 
产 方 案 。 

表 5-1 


原材料 /kg 2 ] 11 
设备 生产 能 力 /小 时 1 2 10 
利润 /( 元 / 件 | 8 | 1 | 


解 ”这 是 求 获 利 最 大 的 单 目标 的 规划 问题 ,用 zi,zs 分 别 表 示 工 , 开 产 品 的 产量 ,其 
线性 规划 模型 表述 为 
max 一 8zrl 十 107， 
1 
| Ti rs 
We 


用 图 解法 求 得 最 优 决 案 方 案 为 : TL = XT2 i 本 一 村 有 
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但 实际 上 工厂 在 作 决 策 时 ,还 要 考虑 市 场 等 一 系列 其 他 条 件 。 

(1) 根据 市 场 信息 ,产品 工 的 销售 量 有 下 降 的 趋势 , 故 考 虑 产品 工 的 产量 不 大 于 
产品 工 。 

(2) 超过 计划 供应 的 原材料 时 , 需 用 高 价 采 购 , 会 使 成 本 大 幅度 增加 .。 

(3) 应 尽 可 能 充分 利用 设备 台 时 ,但 不 希望 加 班 。 

(4) 应 尽 可 能 达到 并 超过 计划 利润 指标 56 元 。 

这 样 考虑 的 产品 决策 , 称 为 多 目标 决策 问题 。 目 标 规划 方法 是 解 这 类 决策 问题 的 方 
法 之 一 。 下 面 引 入 与 建立 目标 规划 数学 模型 有 关 的 概念 。 

1. 正 、 负 偏差 变量 d ,d 

设 zx1 ,zz 为 决策 变量 ,此 外 ,引进 正 偏 差 变 量 d7 表示 决策 值 超过 目标 值 的 部 分 ; 负 
偶 差 变量 & 表示 决策 值 未 达到 目标 值 的 部 分 。 因 决策 值 不 可 能 婚 超 过 目标 值 同 时 又 未 
达到 目标 值 , 即 恒 有 dr 。c- 王 0。 

2. 绝对 约束 和 目标 约束 

绝对 约束 是 指 必 须 严 格 满足 的 等 式 约 束 和 不 等 式 约 束 ; 如 线性 规划 问题 的 所 有 约束 
条 件 ,不 能 满足 这 些 约 束 条 件 的 解 称 为 非 可 行 解 ,所 以 它们 是 便 约 束 。 目 标 约 束 是 目标 规划 
特有 的 ,可 把 约束 右 奖 项 看 做 要 追求 的 目标 值 。 在 达到 此 目标 值 时 允许 发 生 正 偶 差 或 负 偶 
差 , 因 此 在 这 些 约束 中 加 入 正 、 负 仿 差 变量 ,它们 是 软 约束 。 线 性 规划 问题 的 目标 函数 ,在 给 
定 目 标 值 和 加 入 正 、` 负 但 差 变量 后 可 变换 为 目标 约束 。 也 可 根据 问题 的 需要 将 绝对 约束 
变换 为 目标 约束 。 如 : 例 5-1 的 目标 图 数 z= 二 8zi 十 10xs 可 人 
dr 一 di 二 56。 约 束 条 件 2z 十 z 委 11 可 变换 为 目标 约 东 2z 十 x 十 ds 一 di 二 11。 

3. 优先 因子 (优先 等 级 ) 与 权 系 数 

一 个 规划 问题 第 弟 有 硅 干 目标 。 但 决策 者 在 要 求 达 到 这 些 目 标 时 ,是 有 主 次 或 轻重 
绥 急 的 。 要 求 第 一 位 达到 的 目标 赋予 优先 因子 Pi ,次 位 的 目标 赋予 优先 因子 P;,… ,并 规 
定 Pi 全 Por 二 1,2,… ,KK 。 表 示 P， 比 忆 ,有 更 大 的 优先 权 。 即 首先 保证 P， pe 
的 实现 ,这 时 可 不 考虑 次 级 目标 ; 而 P; 级 目标 是 在 实现 已 级 目标 的 基础 上 考虑 的 ; 
此 类 推 。 若 要 区 别 具 有 相同 优先 因子 的 两 个 目标 的 差别 ,这 时 可 分 别 赋予 eee 
系数 w; ,这 些 剖 由 决策 者 按 具 体 情 况 而 年 。 

4. 目标 规划 的 目标 函数 

目标 规划 的 目标 函数 (准则 函数 ) 是 按 各 目标 约束 的 正 、 pep jd 
和 完 因 子 及 权 系 数 而 构造 的 。 当 每 一 目标 值 确定 后 ,决策 者 的 要 求 是 能 地 缩小 偏离 目 
标 值 。 因 此 目标 规划 的 目标 函数 只 能 是 min z= 二 =f(d™ ,cd-)。 de 

(1) 要 求 愉 好 达到 目标 值 , 即 正 、 负 偏差 变量 都 要 尽 可 能 地 小 ,这 时 

min 过 一 :所 ad ) 
(2) 要 求 不 超过 目标 值 , 即 允许 达 不 到 目标 值 ,就 是 正 仿 差 变量 要 尺 可 能 地 小 。 这 时 
min z= f(d™) 
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(3) 要 求 超过 目标 值 , 即 超过 量 不 限 , 但 必须 是 负 偶 差 变量 要 尽 可 能 地 小 ,也 


min z= f(ad ) 


对 每 一 个 具体 目标 规划 问题 ,可 根据 决策 者 的 要 求 和 赋予 各 目标 的 优先 因 了 于 来 构造 


目标 妇 数 ,以 下 用 例子 说 明 ，。 


例 S$-2 例 5-1 的 决策 者 在 原材料 供应 受 严 格 限制 的 基础 上 考虑 ; 首先 是 产品 全 的 
产量 不 低 于 产品 工 的 产量 ; 其 次 是 充分 利用 设备 有 效 台 时 ,不 加 班 ; 最 后 是 利润 额 不 小 


于 56 元 。 求 决策 方案 。 


解 ” 按 决策 者 所 要 求 的 ,分 别 赋 了 予 这 三 个 目标 Pi,P;,P; 优先 因子 。 这 问题 的 数学 


模型 是 
min z= Pidi Ps (dz 十 dz ) 十 Pay 
Zi TT hs: <.11 


We i a = 

二 

8zl 十 10zs 十 ca —d3# 一 56 

a ls TS 
目标 规划 的 一 般 数学 模型 为 


Kk 
min 之 一 P, 要 。 (wd + wid) 


L 
t=1 下 一 】 


理 


一 】 


一 bs 7 一 | 
j 一 ] 


Ws 1 Oo= |am 
dare Ds R= La 


式 中 ,wn ， wn 为 权 系 数 。 


Dor, tad—d = gs k= 1," 


sil 


建立 目标 规划 的 数学 模型 时 ,需要 确定 目标 值 . 优 先 等 级 、 权 系数 等 , 它 郡 具有 一 定 的 


主观 性 和 模糊 性 ,可 以 用 专家 评定 法 给 以 量化 。 


5.2 解 目 标 规划 的 图 解法 


对 只 具有 两 个 决策 变量 的 目标 规划 的 数学 模型 ,可 以 用 图 解法 来 分 析 求 解 。 


完 在 平面 十 角 坐 标 系 的 第 一 象限 内 夯 出 各 约束 和 条件。 绝对 约束 条 件 的 作 图 与 线性 规划 
相同 。 本 例 中 满足 绝对 约束 的 可 行 域 为 三 角形 OAB。 做 目标 约束 时 , 先 令 di ,dz 三 0, 作 
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相应 的 直线 ,然后 在 这 直线 旁 标 上 di ,di ,如 
图 5-1 所 示 。 这 表明 目标 约束 可 以 沿 di ,cz 
所 示 方 向 平移 。 下 面 根据 目标 函数 中 的 优先 
因子 来 分 析 求 解 。 首先 考 虑 具有 Pi 优先 因 
子 的 目标 的 实现 ,在 目标 函数 中 要 求实 现 
min dt ,从 图 中 可 见 , 可 以 满足 di 一 0。 这 时 
zlyz 只 能 在 三 角形 OBC 的 边界 和 其 中 取 
值 , 接 看 考虑 具有 P: 优先 因子 的 目标 的 实 
现 。 在 目标 消 数 中 要 求实 现 min(ds 十 dz )， 
od =0 时 szivmz 可 准 芝 和 攻 ED 下 取 
值 。 最 后 考虑 具有 Ps 优先 因子 的 目标 的 实 
现 , 在 目标 函数 中 要 求实 现 min di 。 从 图 5-1 
中 可 以 判断 可 以 使 ds = 二 0, 这 就 使 zi ,x 取 值 范围 缩小 到 线段 CD 上 ,这 就 是 该 目标 规划 
问题 的 解 。 可 求 得 G 的 坐标 是 (2,4),D 的 坐标 是 (10/3,10/3),G,D 的 凸 线性 组 合 都 是 
该 目标 规划 问题 的 解 。 
注意 目标 规划 问题 求解 时 ,把 绝对 约束 作 最 高 优先 级 考虑 。 在 本 例 中 能 依 先后 次 序 
都 满足 di 二 0,dz 十 dz 二 0,ds 二 0, 因 而 xz* 二 0。 但 在 大 多 数 问题 中 并 非 如 此 ,通常 都 会 
出 现 菜 些 约束 得 不 到 满足 , 故 将 目标 规划 问题 的 最 优 解 称 为 满意 解 。 
例 S-3 某 电视 机 三 装配 黑白 和 彩色 两 种 电视 机 ,每 装配 一 台电 视 机 需要 占用 装配 
线 1 小 时 ,装配 线 每 周 计划 开动 40 小 时 。 预 计 市 场 每 周 彩色 电视 机 的 销量 是 24 台 ,每 台 
可 获 利 80 元 ; 黑 日 电视 机 的 销量 是 30 台 ,每 台 可 获 利 40 元 。 该 厂 按 预测 的 销量 制订 生 
产 计 划 ,其 目标 为 : 
第 一 优先 级 : 充分 利用 装配 线 每 周 计划 开动 40 小 时 ; 
第 二 优先 级 : 允许 装配 线 加 班 ; 但 加 班 时 间 每 周 尽量 不 超过 10 小 时 ， 
第 三 优先 级 : 装配 电视 机 的 数量 尽量 满足 市 场 需要 。 因 彩色 电视 机 的 利润 高 , 取 其 
权 系 数 为 2。 
试 建 立 这 问题 的 目标 规划 模型 ,并 求解 黑 日 和 彩色 电视 机 的 产量 。 
解 ” 设 zzs 分 别 表示 彩色 和 黑白 电视 机 的 产量 。 
这 个 问题 的 目标 规划 模型 为 
二 
二 
二 
XI 十 cd 一 dt 一 24 
二 一 0 


1] 2 ss i 0% 1 二 1] ,***,4 
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用 图 解法 求解 , 见 图 5-2。 

从 图 5-2 中 看 到 ,在 考虑 具有 Pi,P; 的 目标 实现 
后 ,zz 的 取 值 范围 为 ABCD。 考 虑 P, 的 目标 要 求 
为 实现 min 2d; ; 这 时 zi ,zs 取 值 范围 为 ABEF; 而 实 
现 min cx ,zz 取 值 范围 为 CDG 互 。 因 两 青 无 公共 
区 ,只 能 比较 最 邻近 的 互 点 和 EE 点 ;看 在 哪 一 点 处 使 
(2ds 十 di) 实现 最 小 值 。 昌 点 的 坐标 为 (20,30), 在 该 
点 处 下 一 4,d 一 0, 有 (2qds 十 ds ) 二 8,E 点 的 坐标 为 
(C24,26) ,在 该 点 处 ad; 一 0,di 一 4; 有 (2ds 十 dr ) 一 4。 

故 玉 点 为 满意 解 。 因 其 坐标 为 (24,26), 即 该 厂 
每 周 应 装配 彩色 电视 机 24 台 , 黑 白 电 视 机 26 台 。 


5.3 解 目 标 规划 的 单纯 形 法 


目标 规划 的 数学 模型 结构 与 线性 规划 的 数学 模型 结构 形式 上 没有 本 质 的 区 别 , 所 以 
可 用 单纯 形 法 求解 。 但 要 考虑 目标 规划 的 数学 模型 一 些 特 点 , 现 作 以 下 规定 : 
(1) 因 目 标 规划 问题 的 目标 函数 都 是 求 最 小 化 ,所 以 以 cj 一 zj; 宇 0 二 1,2,…,n) 为 
最 优 准 则 。 
(2) 因 非 基 变 量 的 检验 数 中 含有 不 同等 级 的 优先 因子 , 即 
opp Ps jj—leBmeny EB—1,2K 


因 P, 伟 P, 仿 … 伟 Pk; 从 每 个 检验 数 的 整体 来 看 : 检验 数 的 正 、 负 首先 决定 于 Pi 的 系数 
Qj 的 正 、 俩 。 夺 a1 二 0, 这 时 此 检验 数 的 正 、 俩 就 决定 于 P; 的 系数 az 的 正 ` 负 ,下 面 可 以 

解 目标 规划 问题 的 单纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 : 

(1) 建立 初始 单纯 形 表 , 在 表 中 将 检验 数 行 按 优先 因子 个 数 分 别 列 成 天 行 , 置 & 王 1， 
即 对 应 优先 因子 行 中 的 第 1 行 开始 计数 。 

(2) 检查 该 行 中 是 和 否 存 在 负数 , 且 对 应 列 的 前 & 一 1 行 的 系数 是 零 。 
最 小 者 对 应 的 变量 为 换 入 变量 , 转 步 又 (3)。 右 无 负数 , 则 转 步 又 (5)。 

(3) 按 最 小 比值 规则 确定 换 出 变量 , 当 存 在 两 个 和 两 个 以 上 相同 的 最 小 比值 时 ,选取 
具有 较 高 优先 级 别 的 变量 为 换 出 变量 。 

(4) 按 单 纯 形 法 进行 基 变 换 运 算 ,建立 新 的 计算 表 , 返 回 步骤 (2)。 

(5) 当 & 一 天 时 ,计算 结束 。 表 中 的 解 即 为 满意 解 。 否 则 置 & 一 & 十 1, 返 回 到 步骤 (2) 。 

例 S-4 试用 单纯 形 法 来 求解 例 5-2。 

将 例 5-2 的 数学 模型 转化 为 标准 型 


若 有 负数 取 其 中 
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min z= Pidi 十 P:(dz 十 dz ) 二 + Psds 
2 2 一 ] 1 
Bs 
a Pe 
8 十 1 十 一 三 96 
se ee 1 二 |] ,2,3 
中 取 z;,dr ,ds ,da 为 初始 基 变 量 ， 列 初始 单纯 形 表 ， 见 表 5 
取 & 一 1 ,检查 书 ， a 


表 5-2 


10/2 
56/10 


四 因 上 二 1 二 KK 一 3, 置 一 上 十 1 二 2, 返回 到 (2)， 

二 2 时 , 查 出 P; 行 中 的 检验 数 有 一 1、 一 2; 取 min (一 1, 一 2) 一 一 2。 它 对 应 的 变 
量 xz, 为 换 人 变量 , 转 人 (3) 。 

@ 在 表 5-2 上 计算 最 小 比值 

Imin (11/1;,C~—»10/2,56/10)=—10/2 

它 对 应 的 变量 di 为 换 出 变量 , 转 人 (4) 。 

(@) 进行 基 变 换 运 算 ,计算 结 果 见 表 5-3, 再 返回 到 (2) 。 

表 5-3 


| | | .Pr PP P| |, 
Cs EE 
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3/2 oo 
Li 

[3] 

~- 漳 二 上 i 


Nn 全 


上 3 


hy €Il 


Ci; 2 
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中 表 5-3 中 Pi,P: 行 检验 数 全 为 正 ,Ps: 行 有 两 个 负 值 检验 数 , 即 变量 zi 列 的 一 3 和 
变量 dz 列 的 一 5, 因 一 5 上 面 P; 行 的 检验 数 为 1, 即 dz 的 检验 数 应 为 忆 , 一 5P;: 二 0, 故 换 


让 i (5 和 
i i a 


其 对 应 变量 dd 为 换 出 变量 , 转 人 (4) 。 
9) 进行 基 变 换 运 算 ,得 新 的 单纯 形 表 , 见 表 5-4。 


表 5-4 


5 | | | 
Cc 本 


I 
Ci i PP; 
P。 


表 5-4 所 示 的 解 zx? 一 2,zz 一 4 为 例 5-2 的 满意 解 。 此 解 相 当 于 图 5-2 的 G 点 。 检 
查 表 5-4 的 检验 数 行 , 发 现 非 基 变量 dz 的 检验 数 为 0, 这 表示 存在 多 重 满意 解 。 在 表 5-4 
中 以 非 基 变量 da; 为 换 入 变量 ,dT 为 换 出 变量 ,经 迭代 得 到 表 5-5。 由 表 5-5 得 到 解 
zr 二 10/3,z2? 二 10/3, 此 解 相当 于 图 5-1 的 万 点 ,GD 两 点 的 凸 线性 组 合 都 是 例 5-2 的 
满意 解 。 

表 5-5 


5 Er 
| 六 | 六 | 各 | 宙 | 当 | 喘 | 江 | 尖 | 时- 
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s.4 应 用 举例 


例 5-5 某 研究 所 领导 在 考虑 本 单位 职工 的 升级 调资 方案 时 ,依次 遵守 以 下 优先 级 
顺序 规定 : 

(1) 不 超过 年 工资 总 和 额 3 000 万 元 ; 

(2) 提 级 时 ,每 级 的 人 数 不 超 过 定编 规定 的 人 数 ; 

(3) 工 , 焉 级 的 升级 面 尽 可 能 达到 现 有 人 数 的 20 如 , 且 无 越级 提升 。 

此 外 ,于 级 不 足 编制 的 人 数 可 录用 新 职工 ,又 [级 的 职工 中 有 10% 要 退休 ， 

有 关 资 料 汇 总 于 表 5-6 中 , 问 该 领导 应 如 何 拟订 一 个 满意 的 方案 。 


表 5-6 
等 级 编制 人 数 /人 
l 100 120 
[| 120 150 
Ml 150 150 
合计 370 420 


解 ” 设 x1 ,zz ,x3 分 别 表示 提升 到 ]、 卫 级 和 录用 到 于 级 的 新 职工 人 数 。 对 各 目标 确 
定 的 优先 因子 为 : 
P, 不 超过 年 工资 总 额 3 000 万 元 ; 
P,; 一 一 每 级 的 人 数 不 超 过 定编 规定 的 人 数 ，; 
忆 ; 一 一 工 、 下 级 的 升级 面 尽 可 能 达到 现 有 人 数 的 202%。 
和 完 分 别 建立 各 目标 约束 。 
年 工资 总 额 不 超过 3 000 万 元 
10(100—100X0, 1 二 x) 二 +7.5(120—Zzi 十 zx) 十 5.0(150 一 zz 十 xX) 十 dT 一 di 
二 3 000( 万 元 ) 
每 级 的 人 数 不 超 过 定编 规定 的 人 数 : 
对 级 有 100(1 一 0.1) 上 wi 十 ds 一 让 一 120( 大 ) 
对 了 级 有 120 一 x 十 x 十 ds 一 di 一 150( 人 ) 
对 下 级 有 150 一 zz 十 zs 十 dy 一 dt 二 150( 人 ) 
[ , 焉 级 的 升级 面 不 大 于 现 有 人 数 的 20%%: 
对 下 级 有 而 十 本 一 而 一 0XD 2 大 ) 
对 置 级 有 xs 十 ds 一 dt 一 150X0.2( 人 ) 
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目标 函数 : min z 二 Pidi 十 P; (di 十 di 十 dt ) 十 Ps(ds +ds) 
经 过 整理 后 得 下 列 目标 规划 模型 
min z 一 Pd 十 P;(azy 二 di 二 dr ) 二 + Ps(ds 十 cy ) 


二 十 二 
一 二 Ta 一 本 一 
= TT a et 全 
二 Tas -A 
Ta Ta 一 而 一 


ne mh i lL 
将 求 得 的 部 分 变量 的 结果 及 其 含义 汇总 于 表 5-7, 在 表 中 未 列 出 的 变量 , 均 在 满意 解 


时 取 值 为 0。 
表 5-7 

变量 解 ] 
XI 晋升 到 工 级 的 人 数 / 人 24 
Xx? 晋升 到 级 的 人 数 /人 30 
Ta 新 招收 焉 级 的 人 数 / 人 30 
di 工资 总 额 的 结余 额 /万 元 16.5 
dz ] 级 缺 编 人 数 / 人 6 


ds [级 缺 编 人 数 / 人 24 
ds 由 级 缺 编 人 数 / 人 0 


例 S-6 已 知 有 三 个 产地 给 四 个 销 地 供应 某 种 产品 ,产销 地 之 间 的 供需 量 和 单位 运 
价 见 表 5-8。 有 关 部 门 在 研究 调运 方案 时 依次 考虑 以 下 七 项 目标 ,并 规定 其 相应 的 优 
先 等 级 : 

Pi 一 一 Bs 是 重点 保证 单位 ,必须 全 部 满足 其 需要 

P; 一 一 As 回 B, 提供 的 产量 不 少 于 100; 
尸 ; 一 -一 各 aioe ete lnm 80%; 
云 费 过 最 小 运费 调运 方案 的 10%; 
alle A;, 的 产品 往 B,; 
P, 一 一 给 B， 和 Bs 的 供应 率 要 相同 ; 
忆 一 一 力求 总 运费 最 省 。 
试 求 满意 的 调运 方案 。 
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本 


300 

200 

A; \ 400 
销量 ET 900/1 000 


解 ” 用 表 上 作业 法 求 得 最 小 运费 的 调运 方案 见 表 5-9。 这 时 得 最 小 运费 为 2 950 元 ， 
再 根据 提出 的 各 项 目标 的 要 求 建立 目标 规划 的 模型 。 模 型 中 zx; 为 由 i 产地 调运 给 7 销 
地 的 产品 数 。 

表 5-9 


0 i 


> 
bs 
中 Nl 


Ai 300 
A, 200 
A 400 
虚设 点 100 


前 L00071 000 


供应 约束 X11 X12 iy 十 Zu 二 300 
a] 下 二 -二 的 让 < 200 
.下 3] 于 2 Ts 400 


需求 约束 eh ey i i ee —di = 200 
la ee 二 
He Ti 一 -一 450 


zu 十 Xa 十 X34 十 di 一 di 二 250 
A; 回 Bi 提供 的 产品 量 不 少 于 100 
xzsa tds —ds 一 100 
每 个 销 地 的 供应 量 不 小 于 其 需要 量 的 80% 
zl 十 zl 十 zl 十 cs 一 d# 二 200X0.8 
zlz 十 zzz 十 zs 十 c7 一 d7 一 100X0.8 
Tl1s 十 Zz 十 3s 十 ds 一 da 一 450X0.8 
人 
调运 方案 的 总 运费 不 超过 最 小 运费 调运 方案 的 10% 
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3 千 
> > csryt+di—ad=2950(1 二 10%) 


1 j=1 
因 路 段 的 问题 ,尽量 避免 安排 将 A; 的 产品 运往 Bs 

.于 了 本 十 ci 一 ci 一 0 
给 Bl 和 B; 的 供应 率 要 相同 


(Ei py 1 和 了 a ) -dis —dib 一 0 


450 
力求 总 运费 最 省 
3 4 
2 2 cizytdi d=2 950 
i=1 j=] 
目标 函数 为 


Psd 庙 十 Pe (daz 十 d 赤 ) 十 Prd 
计算 结果 ,得 到 满意 调运 方案 见 表 5-10。 


表 5-10 


产地 产量 
100 200 


A 300 
A， 90 200 
As 50 400 
虚设 点 10 90 100 
销量 1 000/1 000 
总 运费 为 


C 一 3X90 十 4X100 十 2X100 十 4X110 十 2X250 十 7X200 十 3X50 
一 3 360( 元 ) 


注 记 


用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 是 令 人 满意 的 算法 。 但 在 1972 年 V. Klee 和 G. Minty 构造 了 一 个 7 
个 变量 2n 个 不 等 式 约束 的 例子 。 证 明 用 单纯 形 法 求解 此 线性 规划 问题 时 ,其 计算 次 数 为 2 。 从 计算 复 
杂 性 的 标准 来 看 ,不 是 问题 规模 nn 的 多 项 式 函 数 。 凡 算法 所 需 计算 工 作 量 是 问题 规模 (变量 数 或 方程 
数 )n 的 多 项 式 函 数 时 ,这 算法 为 有 效 算 法 ,如 高 斯 消去 法 的 计算 量 为 nw/3 的 加 法 ,ni/2 的 乘法 ,ni /2 的 
除法 。 即 为 0(&km)。 若 茶 算法 的 计算 量 是 问题 规模 的 指数 式 函 数 a" 时 ,就 不 是 有 效 算法 。 因 而 不 能 肯 
定单 纯 形 法 是 有 效 算法 。 于 是 就 产生 一 问题 ,能 否 找 到 一 种 解 线 性 规划 问题 的 肯定 的 多 项 式 算法 。 
1979 年 苏联 科学 院 计 算 中 心 的 喻 奇 扬 (XA9MHAH) 发 表 了 求解 线性 规划 问题 的 多 项 式 算法 一 文 ,解决 
了 这 问题 。 他 提出 的 椭 球 算法 ,并 证 明了 线性 规划 问题 存在 多 项 式 算 法 。 但 哈 奇 扬 的 椭 球 算法 在 应 用 
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时 , 友 代 次 数 比 单纯 形 法 还 要 多 ,因此 理论 上 意义 很 大 ,但 实用 价值 不 大 。 此 后 卡 玛 卡 尔 (N. 
Karmarkar) 又 提出 了 一 种 新 的 投影 尺度 算法 (参见 参考 资料 L12j)。 它 本 质 上 是 一 种 内 点 算法 ,也 属 多 
项 式 算 法 。 

运筹 学 的 应 用 与 计算 机 软件 的 开发 紧密 联系 ,规模 稍 大 的 运 短 学 模型 是 无 法 用 手工 计算 来 求解 的 。 
国内 目前 篆 用 的 计算 机 软件 主要 有 LINDO,LINGO, WinQSB, MATLAB 和 EXCEL-Risk Solver 
Platform,Premium Solver Platform 等 求解 希 (solver) 。 软 件 商 品 化 进展 很 快 , 不 时 有 新 版 本 推出 ,不 需 
要 目 己 开发 。 商 品 品 种 很 多 ,如 CPLEX, 其 中 用 于 教学 目的 软件 可 从 网 上 免费 下 载 , 但 有 限 使 用 。 

对 线性 规划 模型 在 实践 中 的 模型 一 般 含 几 百 到 几 千 个 变量 和 约束 条 件 , 有 时 变量 和 约束 条 件 个 数 
可 达 几 十 万 个 到 几 百 万 个 之 多 。 对 这 类 大 规模 的 模型 要 用 手工 建 模 及 输 和 人 计算 机 是 不 现实 的 。 因 此 近 
几 年 已 开发 诸如 AMPL(A Mathematical Programming Language), GAMS(The General Algebraic 
Modeling System) 等 建 模 语言 ,有 效 地 解决 了 大 规模 线性 规划 模型 建 模 和 优化 计算 问题 ,并 还 可 以 用 于 
对 这 类 模型 的 管理 ,包括 数据 存 取 ,将 数据 转换 成 模型 参数 ,根据 需要 修改 模型 参数 ,分 析 模 型 的 解 , 以 
及 产生 决策 制定 者 的 内 部 总 绪 报 告 和 文本 等 ,并 与 求解 着 结合 使 用 。 介 绍 以 下 网 址 供 查阅 。 

http://www. solver. comy student 

http: www. ampl. com 

http://www. theindustrialanalyst. com,/ analysis software/linear programming tool. htm 

http:/ /www-01. ibm. comy software/ cn/ websphere/ilog/ products/ ampl/ 


http:/ /www-01. ibm. com/software/cn/websphere/ilog/ products/cplex/index. html 
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5.1 者 用 以 下 表达 式 作 为 目标 规划 的 目标 图 数 , 试 述 其 逻辑 是 否 正 确 。 
(1) max z=d™ +a (2) max = 一 中 一 人 
(3) min z=d™ 十 d (4) min wz—d ed 
5.2 分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 找 出 以 下 目标 规划 问题 的 满意 解 。 
(1) min ez— (a 二 PP Fa ) 
[ 一 
3 
5 二 二 一 
Pi a He adn 
Cay min z= Pi(ds ds )+ Pdi + Psds + Pi(ds +1.5ds) 
i = 
Tl 十 Xs 十 dz 一 d2; 一 100 
Me 十 证。 
5 


本] A MW i 二 1],2,3,4 
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一 二 
一 


.二 1] 9 小 2 oid a 0 zz 一] ,2 
(4) min z= Pidi + Pdi + Ps(5ds +3ds ) 十 Piedi 


[二 Td —d: 一 80 
Tl 十 Xs 十 dz 一 co 一 90 
Tz1 十 ds —ds =70 
zz 十 dr —dt =45 
qi wl ty eldsd 
5.3 根据 本 书 习 题 2. 10 给 出 的 某 糖 果 厂 生产 计划 优化 的 各 项 数据 , 硅 该 糖果 厂 确 
定 生 产 计 划 的 目标 函数 为 : 
Pj, 一 一 利润 不 低 于 某 预 期 值 ; 
P; 一 一 甲乙 、 丙 三 种 糖果 的 原材料 比例 性 满足 配方 要 求 ; 
P; 一 一 充分 利用 叉 不 超过 规定 的 原材料 供应 量 ， 
根据 上 述 要 求 ,构建 目标 规划 的 数学 模型 。 
5.4 ” 南 溪 市 计划 在 下 一 年 度 预 算 中 购置 一 批 救护 车 ,已 知 每 辆 购置 价 为 20 万 元 。 救 
护 车 用 于 了 所属 A,B 两 个 郊区 县 ,各 分 配 za 辆 和 xp 辆 。A 县 救护 站 从 接 到 呼叫 到 出 动 的 啊 应 
时 间 为 (40 一 3za) 分 钟 ; B 县 救护 站 的 响应 时 间 为 (50 一 4zs) 分 钟 。 该 市 确定 如 下 优先 目标 : 
忆 一 一 用 于 救护 车 的 购置 费 不 超过 400 万 元 ; 
P; 一 一 A 县 的 响应 时 间 不 超过 8 分 钟 ; 
P; 一 一 B 县 的 啊 应 时 间 不 超过 8 分 钟 。 
要 求 . 
(1) 建立 目标 规划 模型 ,并 求 出 满意 解 ; 
(2) 硅 对 优先 级 目标 函数 进行 调整 ,将 P; 调 为 Pi,P; 调 为 P; ,Pl 调 为 P;。 试 重新 构 
建 目标 规划 的 数学 模型 ,并 找 出 新 的 满意 解 ，。 
5.5 有 某 商 标的 酒 是 用 三 种 等 级 的 酒 兑 制 而 成 。 看 这 三 种 等 级 的 酒 每 天 供应 量 和 单 
位 成 本 见 表 5-11。 


表 5-11 
等 级 日 供应 量 /Kkg 成 本 /( 元 /kg) 
I 6 
[I 4.5 
亚 3 


表 
后 


只 
目 . 尹 
i 是 2 
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和 -种 商标 ( 红 、 黄 、 蓝 ), 各 种 商标 的 酒 对 原料 酒 的 混合 比 及 售 价 , 见 


。 决 策 者 规定 : 首先 必须 严格 按 规定 比例 竞 制 各 商标 的 酒 ; 其 次 是 获 利 最 大 ; 最 
hore tpi geet 模型 。 
表 5-12 
商 标 部 制 要 求 /% 售 价 / (元 /kg) 
站 亚 少 于 10 I 多 于 50 5.5 
3 于 少 于 70 | 多 于 20 5.0 
监 亚 少 于 50 ] 多 于 10 4.8 
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HAPTER 6 
种 6 和 草 
整数 线性 规划 


6.1 整数 线性 规划 问题 的 提出 


在 前 面 讨 论 的 线性 规划 问题 中 ,有 些 最 优 解 可 能 是 分 数 或 小 数 , 事 实 上 ,线性 规划 是 
连续 变量 的 线性 优化 问题 。 但 在 实际 中 ,和 常 有 要 求解 答 必须 是 整数 的 情形 ( 称 为 整数 解 )。 
例如 ,所 求解 是 机 如 的 台数 、 完 成 工作 的 人 数 或 法 贷 的 车 辆 数 等 ,分 数 或 小 数 的 解答 就 不 
合 要 求 。 为 了 满足 整数 解 的 要 求 , 初 看 起 来 ,似乎 只 要 把 已 得 到 的 带 有 分 数 或 小 数 的 解 经 
过 “伟人 化 整 ?就 可 以 了 。 但 这 篆 篆 是 不 行 的 ,因为 化 整 后 不 见得 是 可 行 解 ; 或 虽 是 可 行 
解 ,但 不 一 定 是 最 优 解 。 因 此 ,对 求 最 优 整 数 解 的 问题 ,有 必要 另行 研究 。 我 们 称 这 样 的 
问题 为 整数 线性 规划 (integer linear programming) ,简称 ILP, 整 数 线性 规划 是 最 近 几 十 
年 来 发 展 起 来 的 数学 规划 论 中 的 一 个 分 支 。 

整数 线性 规划 中 如 果 所 有 的 变量 都 限制 为 ( 韭 负 ) 整 数 , 就 称 为 纯 整 数 线性 规划 (pure 
integer linear programming) 或 称 为 全 整数 线性 规划 (all integer linear programming) ;如 
果 仅 一 部 分 变量 限制 为 整数 , 则 称 为 混合 整数 线性 规划 (mixed integer linear 
programming)。 整 数 线 性 规划 的 一 种 特殊 情形 是 0-1 规划 , 它 的 变量 取 值 仅 限 于 0 或 1。 
本 草 最 后 讲 到 的 指派 问题 就 是 一 个 0-1 规划 问题 。 

现 举例 说 明 用 前 述 单 纯 形 法 求 得 的 解 不 能 保证 是 整数 最 优 解 。 

例 6-1 示 广 拟 用 集 竣 箱 托运 甲乙 两 种 货物 ,每 箱 的 体积 .重量 .可 获 利 润 以 及 托运 
所 受 限制 如 表 6-1 所 示 。 问 两 种 货物 各 托运 多 少 箱 ,可 使 获得 利润 为 最 大 ? 


表 6-1 
体积 /(ms/ 箱 ) 利润 /( 百 元 / 箱 ) 
中 20 


现在 我 们 解 这 个 问题 , 设 zi ,zz 分 别 为 甲乙 两 种 货物 的 托运 箱 数 (当然 都 是 非 负 整 
数 )。 这 是 一 个 ( 纯 ) 整 数 规划 问题 ,用 数学 式 可 表示 为 
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max z 一 2071 十 107， 
5zl 十 4zrs< 妇 24 
A 才 

A A Wp 
[zi ,zs 为 整数 
它 和 线性 规划 问题 的 区 别 仅 在 于 最 后 的 条 件 吕 。 现 在 我 们 暂 不 考虑 这 一 条 件 , 即 解 
式 目 一 由 (以 后 我 们 称 这 样 的 问题 为 与 原 问题 相应 的 线性 规划 问题 ) ,很 容易 求 得 最 优 解 为 
ZI 一 4.8， To 一 0， max zz 一 90 

但 zi 是 托运 甲 种 货物 的 箱 数 ,现在 它 不 是 整数 ,所 以 不 合 条 件 名 的 要 求 。 

是 不 是 可 以 把 所 得 的 非 整 数 的 最 优 解 经 过 “化 整 ” 就 可 得 到 合 于 条 件 @ 的 整数 最 优 解 
呢 ? 如 将 (zl 一 4.8,zs 一 0) 凑 整 为 (zi 一 5,z 一 0), 这样 就 破坏 了 条 件 加 (关于 体积 的 限 
制 ) ,因而 它 不 是 可 行 解 ; 如 将 (zi 一 4.8,zz 一 0) 舍 去 尾数 0.8, 变 为 (zl 一 4,zz 一 0), 这 当 
然 满 足 各 约束 条 件 , 因 而 是 可 行 解 ,但 不 是 最 优 解 ,因为 

| 区 | 一 二 一 人 时 去 =05 

但 当 zi 一 4,zz 一 1( 这 也 是 可 行 解 ) 时 ,= 一 90。 

本 例 还 可 以 用 图 解法 来 说 明 。 见 图 6-1。 非 整数 的 最 优 解 在 C(4.8,0) 点 达到 。 图 中 面 
“十 ?号 的 点 表示 可 行 的 整数 解 ,可 见 整数 线性 规划 问 
SC 题 的 可 行 域 是 某 相 应 线性 规划 可 行 域 中 的 整数 点 集 
0 (或 称 格 点 集 )。 凑 整 的 (5,0) 点 不 在 可 行 域 内 ,而 C 点 


> i 又 不 合 于 条 件 辐 。 为 了 满足 题 中 要 求 ,表示 目标 函数 
jz 2 ; 的 = 的 等 值 线 必须 向 原点 ( 即 向 可 行 域内 部 方向 ) 平 行 
人 A = 移动 ,直到 第 一 次 遇 到 带 “ 十 ”号 的 B 点 (4,1) 为 止 。 这 


op 
样 ,z 的 等 值 线 就 由 x 二 96 变 到 z= 二 90, 它 们 的 差 值 
z 一 96 一 90 一 6 
表示 利润 的 降低 ,这 是 由 于 变量 的 不 可 分 性 ( 装 箱 ) 所 引起 的 。 
由 例 6-1 看 出 ,将 其 相应 的 线性 规划 的 最 优 解 “化 整 ?来 解 原 整数 规划 , 虽 是 最 容易 想 
到 的 ,但 常常 得 不 到 整数 规划 的 最 优 解 , 甚 至 根本 不 是 可 行 解 。 因 此 有 必要 对 整数 规划 的 
解法 进行 专门 研究 。 


6.2 分 支 定 界 解 法 


在 求解 整数 规划 时 ,如 下 可 行 域 是 有 界 的 ,首先 容易 想到 的 方法 就 是 穷 兴 变量 的 所 有 
可 行 的 整数 组 合 ,就 像 在 图 6-1 中 男 出 所 有 “十 ”号 的 点 那样 ,然后 比较 它们 的 目标 函数 值 
以 定 出 最 优 解 。 对 于 小 规模 的 问题 ,变量 数 很 少 ,可 行 的 整数 组 合 数 也 是 很 小 时 ,这 个 方 
法 是 可 行 的 ,也 是 有 效 的 。 在 例 6-1 中 ,变量 只 有 zi 和 x; 由 条 件 @ 四 ,zi 所 能 取 的 整数 


OOOGOOC 


A 


第 6 章 整数 线性 规划 


值 为 0、1、2、3、4 共 5 个 ; 由 条 件 色 ,zs 所 能 取 的 整数 值 为 0.1.2 共 3 个 , 它 的 组 合 (不 都 
是 可 行 的 ) 数 是 3x5= 二 15( 个 ), 穷 举 法 还 是 勉强 可 用 的 。 对 于 大 规模 的 问题 ,可 行 的 整数 
组 合 数 是 很 大 的 。 例 如 在 6.5 节 的 指派 问题 (这 也 是 整数 规划 ) 中 ,将 项 任务 指派 nn 个 
人 去 完成 ,不 同 的 指派 方案 共有 nl! 种 , 当 n 二 10, 这 个 数 就 超过 300 万 ; 当 n 二 20, 这 个 数 
就 超过 201 二 2. 432 9X10*。 如 果 一 一 计算 ,就 是 用 每 秒 百 万 次 的 计算 机 ,也 要 几 万 年 的 
工夫 ,很 明显 , 解 这 样 的 题 , 穷 举 法 是 不 可 取 的 。 

所 以 我 们 的 方法 一 般 应 是 仅 检 查 可 行 的 整数 组 合 的 一 部 分 ,就 能 定 出 最 优 的 整数 解 。 
分 支 定 界 解 法 (branch and bound method) 就 是 其 中 的 一 个 。 分 文 定 界 法 可 用 于 解 纯 整 
数 或 混合 的 整数 规划 问题 。 在 20 世纪 60 年 代 初 由 Land Doig 和 Dakin 等 人 提出 。 由 于 
该 方法 灵活 且 便 于 用 计算 机 求解 ,所 以 现在 它 已 是 解 整数 规划 的 重要 方法 。 现 在 大 部 分 
整数 规划 商业 软件 ,如 CPLEX 和 BARON 等 都 是 基于 分 支 定 界 法 框架 的 。 

设 有 最 大 化 的 整数 规划 问题 A ,与 它 相 应 的 线性 规划 为 问题 B, 从 解 问题 B 开始 ,车 
其 最 优 解 不 符合 A 的 整数 条 件 , 那 么 B 的 最 优 目 标清 数值 必 是 A 的 最 优 目 标清 数值 =” 
的 上 界 , 记 作 =; 而 A 的 任意 可 行 解 的 目标 函数 值 将 是 xz” 的 一 个 下 界 z。 分 文 定 界 法 就 
是 将 B 的 可 行 域 分 成 子 区 域 ( 称 为 分 支 ) 的 方法 ,逐步 减 小 z 和 增 大 =, 最 终 求 到 >*” 。 现 
用 下 例 来 说 明 。 

例 6-2 求解 A 


max < 一 407 十 90zs 

rs 二 了 过 -56 

7 十 2202 70 

| 元 1 ,2 一 0 

UL1 st2 为 整数 

解 ” 先 不 考虑 条 件 书 , 即 解 相应 的 线性 规划 妃 式 中 一 式 由 ( 见 图 6-2) ,得 最 优 解 
TI 二 4,.81], CTz 一 1.82， xzo 一 350 


[0-22) 


OOOO0O 


Ox ] 7 可 一 50 
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可 见 它 不 符合 整数 条 件 包 ,但 z 王 356 是 问题 A 的 最 优 目 标 阴 数值 z* 的 上 界 , 记 作 
zo 二 之 。 而 zi 二 0,xz 二 0 时 ,显然 是 问题 A 的 一 个 整数 可 行 解 , 其 相应 的 z= 二 0, 是 z* 的 一 
个 下 界 , 记 作 z= 二 0， 即 Oz * E356, 

分 文 定 界 法 的 解法 ,是 基于 其 中 非 整数 变量 的 解 进行 分 文 的 ,如 zj, 在 问题 B 的 解 中 


-一 4.81。 基 于 x ,对 原 问 题 增加 两 个 约束 条件 


re 5 
可 将 原 问 题 分 解 为 两 个 子 问 题 B! 和 B;( 即 两 支 ) ,给 每 支 增 加 了 一 个 约束 条 件 , 如 图 6-3 
所 示 。 这 并 不 影响 问题 A 的 可 行 域 ,不 考虑 整数 条 件 解 问 题 B! 和 B，, , 称 此 为 第 一 次 迭 
代 。 得 到 最 优 解 ,如 表 6-2 所 示 。 


表 6-2 
问题 B， 问题 B， 
z1 二 349 zs 二 341 
Xl 三 4., O00 Xl 一 5 0O0 
Tz 一 2 10 To 一 1.57 


显然 没有 得 到 全 部 变量 是 整数 的 解 。 因 =: 二 z , 故 将 z 改 为 349 ,那么 必 存 在 最 优 整 
数 解 ,得 到 z* ,并 且 
0 三 z* 三 349 

继续 对 问题 Bl 和 B, 进行 分 解 , 因 = 二 > , 故 先 分 解 
Bi 为 两 文 。 增 加 条 件 zs 和 2 者 , 称 为 问题 Bs; 增加 
条 件 zz 二 3 者 称 为 问题 B, 。 在 图 6-3 中 再 舍 去 zz 二 2 
与 zz 过 3 之 间 的 可 行 域 ,再 进行 第 二 次 迭代 。 解 题 过 程 
的 结果 都 列 在 图 6-4 中 。 可 见 问 题 B; 的 解 已 都 是 整 
数 , 它 的 目标 函数 值 zs 二 340, 可 取 为 z, 而 它 大 于 zz 一 


图 6-3 327。 所 以 再 分 解 B, 已 无 必要 。 而 问题 B, 的 z; 一 
341 ,所 以 z 可 能 在 340 委 z 过 341 之 间 有 整数 解 。 于 是 对 B; 分 解 ,得 问题 B; ,为 非 整数 


人 ;问题 B。 为 无 可 行 解 。 于 是 可 以 断定 
= 一 340 
问题 B, 的 解 zx) 二 4. 00 ,zs 二 2. 00 为 最 优 整数 解 。 
从 以 上 解 题 过 程 可 得 用 分 文 定 界 法 求解 整数 规划 (最 大 化 ) 问 题 的 步 又 为 : 
将 要 求解 的 整数 规划 问题 称 为 问题 A ,将 与 它 相 应 的 线性 规划 问题 称 为 问题 B， 
(1) 解 问题 B, 可 能 得 到 以 下 情况 之 一 。 
Oz B 没有 可 行 解 ,这 时 A 也 没有 可 行 解 , 则 停止 。 
(BB 有 最 优 解 ,并 符合 问题 A 的 整数 条 件 ,B 的 最 优 解 即 为 A 的 最 优 解 , 则 停止 。 
GB) B 有 最 优 解 ,但 不 符合 问题 A 的 整数 条 件 , 记 它 的 目标 函数 值 为 z。。 
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2=0, 3336 


2=0, 2=349 


2=340, 3=341 


无 可 行 和 


图 6-4 


(2) 用 观察 法 找 问题 A 的 一 个 整数 可 行 解 ,如 可 取 zj 二 0,7 二 1,…,n, 试 探 , 求 得 其 

目标 函数 值 ,并 记 作 z。 以 xz" 表示 问题 A 的 最 优 目 标 函 数值 ; 这 时 有 
人 

其 中 ,z 和 z 分 别 为 z* 的 下 界 和 上 界 , 初 始 上 界 即 z。。 

(3) 进行 迭代 。 

第 一 步 ; 分 支 ,在 B 的 最 优 解 中 任 选 一 个 不 符合 整数 条 件 的 变量 xz; ,其 值 为 6; ,以 
[5; | 表示 小 于 。; 的 最 大 整数 。 构 造 两 个 约束 条 件 

5 和 二 | | 十 3 

将 这 两 个 约束 条 件 ,分 别 加 入 问题 B, 形 成 两 个 后 继 规 划 问 题 B,， 和 B,。 不 考虑 整数 条 件 
求解 这 两 个 后 继 问 题 。 

定 界 ,以 每 个 后 继 问 题 为 一 分 支 标 明 求 解 的 结果 ,与 其 他 问题 的 解 比较 , 找 出 最 优 目 
标 男 数值 最 大 者 作为 新 的 上 界 了 三。 从 已 符合 整数 条 件 的 各 分 支 中 , 找 出 目标 函数 值 为 最 
大 者 作为 新 的 下 界 z, 夺 无 可 行 解 ,zx 一 0。 
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第 二 步 : 比较 与 甬 文 ,各 分 文 的 最 优 目标 男 数 全 中 奋 有 小 于 z 者 , 则 剪 反 这 文 ( 用 打 
“XX ”表示 ), 即 以 后 不 再 考虑 了 。 硅 大 于 z, 且 不 符合 整数 条 件 , 则 重复 第 一 步 。 一 直到 最 
后 得 到 = ”一 z 为 止 ,得 最 优 整数 解 zx? ,j 二 1,*…,n。 

用 分 文 定 界 法 可 解 纯 整 数 规划 问题 和 混合 整数 规划 问题 。 它 比 穷 从 法 优越 。 因 为 它 
仅 在 一 部 分 可 行 解 的 整数 解 中 寻求 最 优 解 ,计算 量 比 穷 举 法 小 。 问 题 是 奢 变 量 数 目 很 大 ， 
使 用 分 文 定 界 法 的 计算 工作 量 也 是 相当 可 观 的 。 


6.3 割 平 面 解 法 


与 分 文 定 界 法 的 相同 点 是 , 割 平面 解法 也 是 将 求解 整数 线性 规划 的 问题 转化 为 一 系 
列 普 通 线性 规划 问题 求解 。 

制 平面 解法 的 思路 是 : 首先 不 考虑 变量 zx; 是 整数 这 一 条 件 , 仍 然 先 解 其 相应 的 线性 
规划 , 石 得 到 非 整 数 的 最 优 解 , 则 增加 能 割 去 非 整 数 解 的 线性 约束 条 件 ( 用 几何 术语 , 称 为 
割 平面 ) ,使 得 由 原 可 行 域 中 切割 掉 一 部 分 ,切割 挥 的 部 分 只 包含 非 整 数 解 , 即 没 有 切割 挥 
任何 整数 可 行 解 。 本 方法 将 指出 怎样 找到 适当 的 割 平面 (不 见得 一 次 就 找到 ), 使 切割 后 
最 终 得 到 这 样 的 可 行 域 , 它 的 一 个 有 整数 坐标 的 极点 恰好 是 问题 的 最 优 解 。 这 个 方法 是 
R. E. Gomory 提出 来 的 ,所 以 又 称 为 Gomory 的 制 平面 法 。 以 下 只 讨论 纯 整 数 规划 的 情 
形 , 现 举例 说 明 ，。 

例 6-3 求解 

max 2— Ti TL 

一 Zzl 十 XxX: 太 1 

7 

0 fh 
1 st2 为 整数 

如 不 考虑 条 件 书 ,容易 求 得 相应 的 线性 规划 的 最 优 解 


OOOOGO 


”省 _7 _10 
"EE Te InaX -于 


它 就 是 图 6-5 中 域 R 的 极点 A ,但 不 合 于 整数 条 件 。 现 设想 ,如 能 找到 像 CD 那样 的 
直线 去 切割 域 民 (图 6-6) ,去掉 三 角形 域 ACD ,那么 具有 整数 坐标 的 C 点 (1,1) 就 是 域 R 
的 一 个 极点 ,如 在 域 RR 上 求解 式 中 一 式 四 ,而 得 到 的 最 优 解 又 恰巧 在 C 点 就 得 到 原 问题 
的 整数 解 ,所 以 解法 的 关键 就 是 怎样 构造 一 个 这 样 的 “ 割 平面 "CD, 尺 管 它 可 能 不 是 唯一 
的 ,也 可 能 不 是 一 步 能 求 到 的 。 下 面 仍 就 本 例 说 明 ， 

在 原 问 题 的 前 两 个 不 等 式 中 增加 非 负 松 弛 变量 zs ,zy ,使 两 式 变 成 等 式 约束 


一 1 (©) 


“3xz1Txs 十 X41 二 4 GO 


不 考虑 条 件 名 ,用 单纯 形 表 解 题 , 见 表 6-3。 
表 6-3 
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一 


二 
最 终 计算 表 


从 表 6-3 的 最 终 计算 表 中 ,得 到 非 整 数 的 最 优 解 


Ts——» Xa—Xx—0, max zz 一 


不 能 满足 整数 最 优 解 的 要 求 。 考 虑 其 中 的 非 整 数 变量 ,可 以 最 终 计 算 表 中 得 到 相应 的 关系 式 


| 1 3 
.让 1 本 THT “ 
3 1 i 


将 系数 和 和 营 数 项 部 分 解 成 整数 和 非 钠 磊 分 数 两 部 分 之 和 


f 3 1 3 
(1T0) zx -ks TTT 一 


ea 
后 将 整数 部 分 与 分 数 部 分 分 开 , 移 到 等 式 左 右 两 边 ,得 到 


i 


二 
Tz 一 外 一 半 一 (3 十 去 
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现 考 虑 整数 条 件 包 ,要求 zi ,zx 都 是非 全 整数 ,于 是 由 和 条件、 中 可 知 zs yz 也 都 是 
非 负 整数 出 。 在 上 式 中 (其 实 只 考虑 一 式 即 可 ) 从 等 式 左 边 看 是 整数 ; 等 式 右 边 也 应 是 整 
数 。 但 在 等 式 右 边 的 (，) 内 是 正 数 ; 所 以 等 式 右边 必 是 非 正 数 。 就 是 说 ,右边 的 整数 值 
最 大 是 零 。 于 是 整数 条 件 包 可 由 下 式 所 代 符 ; 


- 1 
下 一 [zs tz jso 
印 一 一 (8) 


这 就 得 到 一 个 切割 方程 (或 称 为 切割 约束 ) ,将 它 作 为 增加 的 约束 条 件 ,再 解 例 6-3。 
引入 松弛 变量 zs ,得 到 等 式 
一 

将 这 个 新 的 约束 方程 添加 到 表 6-3 的 最 终 计 算 表 ,得 表 6-4。 

从 表 6-4 的 5b 列 中 可 看 到 ,这 时 得 到 的 是 非 可 行 解 ,于 是 需要 用 对 侦 单 纯 形 法 继续 进 
行 计算 。 选 择 zs 为 换 出 变量 ,计算 

,<0j=min bid 
| :时 


1 —] 上 /4 0 
1 7/4 0 
0 ] 


[i 
ts 
2 

下 
| 
.= 
[5 
| 时 
jh 
[bw 
et 
[| 
Se 
| 
bi, 


将 zs 作为 换 入 变量 ,再 按 原 单纯 形 法 进行 碗 代 , 得 表 6-5。 


DD 这 一 反对 以 下 推导 是 必要 的 ,如 不 都 是 整数 , 则 应 在 引入 za ,zs 之 前 乘 以 适当 第 数 ,使 之 都 是 整数 


由 于 zi,zs 的 值 已 都 是 整数 , 解 题 已 完成 。 
注意 : 新 得 到 的 约束 条 件 @® 
一 
如 用 zi ,zs 表示 ,由 式 @, 式 中 得 
3 
| 

这 就 是 (x ,zz) 平 面 内 形成 新 的 可 行 域 , 即 包括 平行 于 zi 轴 的 耳 
线 zx 一 1 和 这 和 卫 线 下 的 可 行 区 域 ,整数 点 也 在 其 中 ,没有 被 切 制 掉 。 
直观 地 表示 在 图 6-7 中 。 但 从 解 题 过 程 来 看 ,这 一 步 是 不 必要 的 。 I 

现 把 求 一 个 切割 方程 的 步骤 归纳 为 : 

(1) 令 Zz; 是 相应 线性 规划 最 优 解 中 为 分 数值 的 一 个 基 变 量 , 由 单纯 形 表 的 最 终 表 
得 到 


证 >》 ai 一 机 (6-4) 
其 中 ,iE Q (Q 指 构成 基 变 量 号 码 的 集合 ); 
kEK(K 指 构成 非 基 变量 号 码 的 集合 ) 。 
(2) 将 5; 和 ais 邵 分 解 成 整数 部 分 NN 与 非 负 真 分 数 了 上 之 和 ，, 即 
bi = Ni fi, 其 中 一 六 过 


ait — Ni Ts 其 中 | < LB 
而 N 表示 不 超过 5 的 最 大 整数 。 例 如 ， 
2 则 NN 二 2, 二 0. 35 


在 6 三 一 0. 45， 则 N= 二 一 1 ,ff 二 0. 55 
代入 式 (6-4) 得 


WeT 问 。 Nr — Ni;=f;— 下 | (6-6) 
F E 
(3) 现在 提出 变量 (包括 松弛 变量 ,参阅 例 6-3 的 注 ) 为 整数 的 条 件 ( 当 然 还 有 非 负 的 


条 件 ) ,这 时 ,上 式 由 左边 看 必须 是 整数 ,但 由 右边 看 ,因为 0 二 f; 二 1; 所 以 不 能 为 正 值 , 即 
太一 >, fazr:0 (6-7) 


这 就 是 一 个 切割 方程 。 

由 式 (6-4), 式 (6-6) 和 式 (6-7) 可 知 ; 

中 切割 方 程式 (6-7) 真 正 进 行 了 切割 ,至 少 把 非 整 数 最 优 解 这 一 点 割 掉 了 。 

没有 割 掉 整数 解 ,这 是 因为 相应 的 线性 规划 的 任意 整数 可 行 解 都 满足 式 (6-7) 的 
绿 故 。 

Gomory 的 制 平面 法 日 1958 年 被 提出 后 , 即 引 起 人 们 广泛 的 注意 ,至 今 还 在 不 断 地 
改进 ， 
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6.4 0-1 型 整数 线性 规划 


0-1 型 整数 规划 是 整数 规划 中 的 特殊 情形 , 它 的 变量 zx; 仅 取 值 0 或 1。 这 时 zx; 称 为 
0-1 变量 ,或 称 二 进 制 变 量 了 2。x; 仅 取 值 0 或 1 这 个 条 件 可 由 下 述 约 束 条 件 所 代替 。 
| 
zi 字 0， 整数 
它 和 一 般 整 数 规划 的 约束 条 件 形式 是 一 致 的 。 如 果 变 量 zi 不 是 仅 取 仁 0 或 1, 而 是 
可 取 其 他 范围 的 非 负 整数 ,这 时 可 利用 二 进 制 的 记 数 法 将 它 用 右 干 个 0-1 变量 来 代替 ， 
例如 ,在 给 定 的 问题 中 ,变量 过 可 取 0 与 10 之 间 的 任意 整数 时 , 令 
人 
则 z 就 可 用 4 个 0-1 变量 zxo ,zi ,zz ,zs 来 代替 ,因此 0-1 变量 也 称 二 进 制 变 
在 实际 问题 中 ,如 果 引 入 0-1 变量 ,就 可 以 把 有 各 种 Pep pe 问 
题 统 一 在 一 个 问题 中 讨论 了 。 在 本 市 我 们 先 介 绍 引 入 0-1 变量 的 实际 问题 ,再 研究 解法 。 


6.4.1 引入 0-1 变量 的 实际 问题 


1. 投资 场所 的 选 定 一 一 相互 排斥 的 计划 

例 6-4 某 公 司 拟 在 市 区 的 东西 、. 南 三 区 建立 门市 部 。 拟 议 中 有 ?7 个 位 置 (点 )A， 
(一 1,2,…,7) 可 供 选 择 。 规 定 : 

在 东区 ,由 Al,A;,,A; 三 个 点 中 至 多 选 两 个 ; 

在 西区 ,由 A, ,A; 两 个 点 中 至 少 选 一 个 ; 

在 南 区 ,由 A ,A, 两 个 点 中 至 少 选 一 个 。 

如 选用 A; 点 ,设备 投资 估计 为 5b; 元 ,每 年 可 获 利 润 估计 为 c 元 ,但 投资 总 额 不 能 超 
过 B 元 。 问 应 选择 哪 几 个 点 可 使 年 利润 为 最 大 ? 

解 题 时 先 引 入 0-1 变量 zx;(i 二 1 ,2,*…,7) 


全 


人 2] 2 
0 当 人 点 没 被 选用 。 


于 是 问题 可 表示 为 


DD” 如果 变 量 zi 不 是 仅 取 值 0 或 1, 而 是 可 取 其 他 范围 的 非 负 整数 ,这 时 可 利用 二 进 制 的 记 数 法 将 它 用 者 干 个 
0-1 变量 来 代替 。 例 如 ,在 给 定 的 问题 中 ,变量 x 可 任 取 0 与 10 之 间 的 任意 整数 时 , 令 
万 一 2070 十 2171 十 2 十 2373 
这 时 ,z 就 可 用 4 个 0-1 变量 zo ,zi ,xs，xs 来 代替 。 
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于 
| "> bri.B 
i=1 


i 
| 
| 

一 0 或 1 


(6-8) 


2. 相互 排斥 的 约束 条 件 
在 本 草 开始 的 例 6-1 中 ,关于 运作 的 体积 限制 为 
rs | (6-9) 
今 设 运 货 有 和 村 运 和 船 运 两 种 方式 ,上 面 的 条 件 系 用 丰 运 时 的 限制 条 件 , 如 用 船 运 时 关于 体 
积 的 限制 条 件 为 
ph es (6-10) 
这 两 条 件 是 互相 排斥 的 。 为 了 统一 在 一 个 问题 中 ,引入 0-1 变量 y, 令 
0， 当 采 取 车 运 方式 


1， 当 有 采取 船 运 方式 
于 是 式 (6-9) 和 式 (6-10) 可 由 下 述 的 条 件 式 (6-11) 和 式 (6-12) 来 代替 
bri se24 二 3M (6-11) 
Tri 3rsA5++ 1—yHM (6-12) 
其 中 ,M 是 充分 大 的 数 。 读 者 可 以 验证 , 当 y= 二 0 时 , 式 (6-11) 就 是 式 (6-9), 而 式 (6-12) 
自然 成 立 ,因而 是 多 余 的 。 当 y= 二 1 时 式 (6-12) 就 是 式 (6-10) ,而 式 (6-11) 是 多 余 的 。 引 
人 的 变量 y 不 必 出 现在 目标 函数 内 , 即 认为 在 目标 函数 式 内 y 的 系数 为 0。 
如 条 有 m 个 互相 排斥 的 约束 条 件 ( 二 型 ) 
Qi T1 十 ai 十 十 as Pi， 21,2," ,7 
为 了 保证 这 m 个 约束 条 件 只 有 一 个 起 作用 ,可 引入 mx 个 0-1 变量 y;(i= 二 1,2,…,m) 和 一 
个 充分 大 的 第 数 M ,而 下 面 这 一 组 mmx 十 1 个 约束 条 件 
dn zi ow Tai byM, i=1ls2,° ,im (6-13) 
yi 十 yz 十 十 yn 二 m 一 1 (6-14) 
就 合 平 上 述 的 要 求 。 这 是 因为 ,由 于 式 (6-14),m 个 vy; 中 只 有 一 个 能 取 0 值 , 设 w 一 0， 
代入 式 (6-13) ,就 只 有 i 二 i* 的 约束 条 件 起 作用 ,而 别 的 式 子 都 是 多 余 的 。 

3. 关于 固定 费用 的 问题 (fixed cost problem) 

在 讨论 线性 规划 时 ,有 些 问 题 是 要 求 使 成 本 为 最 小 。 那 时 总 设 固 定 成 本 为 常数 ,并 在 
线性 规划 的 模型 中 不 必 明 显 列 出 。 而 有 些 固 定 费 用 (固定 成 本 ) 的 问题 不 能 用 一 般 线 性 规 
划 来 描述 ,但 可 改变 为 混合 整数 规划 来 解决 , 见 例 6-5。 

例 6-5 某 工厂 为 了 生产 革 种 产品 ,有 几 种 不 同 的 生产 方式 可 供 选 择 ， 如 选 定 投资 高 
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的 生产 方式 ( 选 购 日 动 化 程度 高 的 设备 ) ,由 于 产量 大 ,因而 分 配 到 每 件 产品 的 变动 成 本 就 
降低 ; 反之 ,如 选 定 投资 低 的 生产 方式 ,将 来 分 配 到 每 件 产 品 的 变动 成 本 可 能 增加 ,所 以 
必须 全 面 考虑 。 今 设 有 三 种 方式 可 供 选 择 , 令 

z 表示 采用 第 j 种 方式 时 的 产量 ， 

cj 表示 采用 第 j 种 方式 时 每 件 产品 的 变动 成 本 ; 

Ai 表示 采用 第 7 种 方式 时 的 固定 成 本 。 
为 了 说 明成 本 的 特点 , 斩 不 考虑 其 他 约束 条 件 。 了 采用 各 种 生产 方式 的 总 成 本 分 别 为 
人 = 


P;= 7 一 1,2，3 


0 ， 当 xz; 二 0 
在 构成 目标 函数 时 ,为 了 统一 在 一 个 问题 中 讨论 , 现 引 入 0-1 变量 y;, 令 
各 当 采 用 第 j 种 生产 方式 , 即 x 之 0 时 ， 


当 不 采用 第 7 种 生产 方式 , 即 zx; 一 0 时 。 


0 


:J (815) 


0， 
于 是 目标 函数 
mn 过 一 长丰 
式 (6-15) 这 个 规定 可 由 下 述 3 个 线性 约束 条 件 表 示 ， 
2 (6-16) 
式 中 ,M 是 个 充分 大 的 常数 。 式 (6-16) 说 明 , 当 zxz; 放 0 时 y; 必须 为 1; 当 z; 二 0 时 只 有 yy 
为 0 时 才 有 意义 ,所 以 式 (6-16) 完 全 可 以 代替 式 (6-15)， 


6.4.2 0-1 型 整数 规划 的 解法 


解 0-1 型 整数 规划 最 容易 想到 的 方法 ,和 一 般 整数 规划 的 情形 一 样 ,就 是 穷 举 法 , 即 
检查 变量 取 值 为 0 或 1 的 每 一 种 组 合 , 比 较 目 标 函 数值 以 求 得 最 优 解 ,这 就 需要 检查 变量 
取 值 的 2* 个 组 合 。 对 于 变量 个 数 nn 较 大 (例如 nn 二 10), 这 几乎 是 不 可 能 的 。 因 此 常设 计 
一 些 方法 ,只 检查 变量 取 值 的 组 合 的 一 部 分 ,就 能 求 到 问题 的 最 优 解 。 这 样 的 方法 称 为 隐 
枚 举 法 Cimplicit enumeration) ,分 文 定 界 法 也 是 一 种 隐 枚 举 法 。 另 外 ,还 有 拉 格 明日 松弛 
法 。 下 面 举例 介绍 一 种 解 0-1 型 整数 规划 的 隐 枚 举 法 。 

例 6-6 Ni 

守卫 
i 十 村 rs 
a < 
4xry Ls < 
i 

解 题 时 先 通过 试探 的 方法 找 一 个 可 行 解 , 容 易 看 出 (zi,zz,zs) 一 (1,0,0) 就 是 合 于 
条 件 中 一 的 ,算出 相应 的 目标 函数 值 z===3。 

对 于 极 大 化 问题 ,当然 希望 z 宇 3, 于 是 在 式 之 前 增加 一 个 约束 条 件 


(6 17) 


DOOO0O 
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人 

增加 的 这 个 约束 条 件 称 为 过 滤 的 条 件 (filtering constraint)。 这 样 , 原 问题 的 线性 约束 条 
件 就 变 成 5 个 。 用 全 部 枚 举 的 方法 ,3 个 变量 共有 2 一 8 个 解 ,原来 4 个 约束 条 件 , 共 需 
32 次 运算 。 现 在 增加 了 过 滤 条 件 @@ ,如 按 下 述 方法 进行 ,就 可 减少 运算 次 数 。 将 5 个 约 
束 条 件 按 见 @@ .四 一 由 顺序 排 好 ( 见 表 6-6), 对 每 个 解 ,依次 代入 约束 条 件 左 侧 , 求 出 数 
值 ,看 是 耕 适合 不 等 式 条 件 , 如 某 一 条 件 不 适合 ,同行 以 下 各 条 件 就 不 必 再 检查 ,因而 就 减 
少 了 运算 次 数 。 本 例 计算 过 程 如 表 6-6 ,实际 只 作 24 次 运算 。 

于 是 求 得 最 优 解 (zl 2 TX3)—(1,0,1) max xz 一 8 

在 计算 过 程 中 , 硅 遇 到 = 值 已 超过 条 件 @@ 右 边 的 值 , 应 改变 和 条件 @@ ,使 右边 为 迄今 为 
止 最 大 者 ,然后 继续 作 。 例 如 , 当 检 查 点 (0,0,1) 时 因 z=5( 二 3) ,所 以 应 将 条 件 @ 换 成 


这 种 对 过 滤 条 件 的 改进 ,更 可 以 减少 计算 量 。 

表 6-6 

满足 条 件 ? 
dy -三 | 
(0,0,0) 0 x 
(0,1,1) 3 1 x 
(1,0,0) 3 1 1 | 3 
C150,1) 8 0 1 | 8 
(1,10) 1 xX 
fleslsly 6 2 x 


注意 : 一 般 常 重新 排列 xz; 的 顺序 使 目标 函数 中 z; 的 系数 是 递增 (不 减 ) 的 ,如 在 
例 6-6 中 ,改写 xz 一 3zl 一 27zy 十 5z3 一 一 2z 十 3zl 十 57zs 。 

因为 一 2,3,5 是 递增 的 ,变量 (zs ,mi ,zs) 也 按 下 述 顺 序 取 值 ， (0,0,0),(0,0,1)， 
(0,1,0),(0,1,1),… ,这样 , 最 优 解 容易 比较 早 地 被 发 现 。 表 结合 过 滤 条 件 的 改进 ,更 可 
使 计算 简化 。 在 例 6-6 中 


一 


— OO 
Da i 
4z。 十 Xl 十 xX; 这 4 (6-18) 
2 = < (3) 


4zx] 十 元 6 
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解 题 时 按 下 述 步 骤 进 行 ( 见 表 6-7) 。 
表 6-7(a) 
(Xa sl sa 


(0,0,0) 
(0,0,1) 


表 6-7(b) 


(a vl ya) 


(0,1,0) 
(0,1,1) 


改进 过 滤 条 件 ,用 


2 回 / 
代替 式 @ ,继续 进行 。 
再 改进 过 滤 条 件 ,用 
ke ey En me Ke (YY 
代替 式 回 ,再 继续 进行 。 至 此 ,= 值 已 不 能 改进 , 即 得 到 最 优 解 ,解答 如 前 ,但 计算 已 简化 。 


表 6-7(e) 


点 


(Ts | ) 


(1,0,0) 
(1,0,1) 
(1 ,1,0) 
(1,1,1) 


6.5 指派 问题 


是 否 满 足 条 件 


i 


在 生活 中 经 营 遇 到 这 样 的 问题 , 某 单位 壳 完 成 n 项 任务 ,恰好 有 7 个 人 可 承担 这 些 任 
务 。 由 于 每 人 的 专长 不 同 ,各 人 完成 任务 不 同 ( 或 所 费时 间 ) ,效率 也 不 同 。 于 是 产生 应 指 
派 哪 个 人 去 完成 哪 项 任务 ,使 完成 n 项 任务 的 总 效率 最 高 (或 所 宕 总 时 间 最 小 ) 的 问题 。 
这 类 问题 称 为 指派 问题 或 分 派 问题 (assignment problem ) 。 

例 6-7 有 一 份 中 文 说 明 书 , 需 译 成 英 、 日 、 德 、 俄 四 种 文字 。 分 别 记 作 EJ、G.、R。 
现 有 甲 . 乙 .两 四 人 。 他 们 将 中 文 说 明 书 翻 谋 成 不 同 语种 的 说 明 书 所 需 时 间 如 表 6-8 
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所 示 。 问 应 指派 何人 去 完成 何 工 作 ,使 所 需 总 时 间 最 少 ? 


表 6-8 
人 员 

R 

中 4 

ra 15 

办 13 

9 


类 似 地 有 : 有 nn 项 加 工人 任务, 怎样 指派 到 台 机 床上 分 别 完 成 的 问题 有 ?7 条 航线 ， 
怎样 指定 n 艘 船 去 航行 的 问题 …… 对 应 每 个 指派 问题 , 需 有 类 似 表 6-8 那样 的 数 表 , 称 为 
效率 和 矩阵 或 系数 矩阵 ,其 元 率 Cij 00 7 一 1,2,…,7) 表 示 指 派 第 1 人 去 完成 第 项 任务 
时 的 效率 (或 时 间 .成 本 等 )。 解 题 时 需 引 入 变量 zi ; 其 取 值 只 能 是 1 或 0。 并 令 

1 当 指 派 第 1 人 去 完成 第 7 项 任务 
i = 网 
0 当 不 指派 第 ; 人 去 完成 第 7 项 任务 
当 问 题 要 求 极 小 化 时 数学 模型 是 
min 和 bp Cai 
eR Em WA 
i 2 二 | ,之 7 (0 (6 193 


SO © 


约束 条 件 久 说 明 第 j 项 任务 只 能 由 1 人 去 完成 ; 约束 条 件 久 说 明 第 i 人 只 能 完成 1 项 任 
务 。 满 足 约 束 条 件 四 一 由 的 可 行 解 zi 也 可 写成 表格 或 矩阵 形式 , 称 为 解 矩 阵 。 如 例 6-7 
的 一 个 可 行 解 矩阵 是 


(Xi; ) 


i i 
ee 
ee ee 
Sl ‘a 


0 ] 
解 矩阵 (zi ) 中 各 行 各 列 的 元 双 之 和 都 是 1 ,但 这 不 是 最 优 解 。 

指派 问题 是 0-1 规划 的 特例 ,也 是 运输 问题 的 特例 ; 即 n==m 15 当然 可 用 
整数 规划 ,0-1 规划 或 运输 问题 的 解法 去 求解 ,但 这 就 如 同 用 单纯 形 法 求解 运输 问题 一 样 
是 不 合算 的 。 利 用 指派 问题 的 特点 可 有 更 简便 的 解法 。 

指派 问题 的 最 优 解 有 这 样 性 质 , 若 从 系数 矩阵 (cy ) 的 一 行 ( 列 ) 各 元 素 中 分 别 减 去 该 
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行 ( 列 ) 的 最 小 元 素 , 得 到 新 矩阵 (2 ) ,那么 以 (2 ) 为 系数 矩阵 求 得 的 最 优 解 和 用 原 系 数 
矩阵 求 得 的 最 优 解 相同 。 

利用 这 个 性 质 , 可 使 原 系数 矩阵 变换 为 含有 很 多 0 元素 的 新 系数 矩阵 ,而 最 优 解 保 持 
不 变 ,在 系数 乍 阵 (6 ) 中 ,我 们 关心 位 于 不 同行 不 同 列 的 0 元 系 , 以 下 人 简称 为 独立 的 0 元 
素 。 若 能 在 系数 矩阵 (6 ) 中 找 出 2 个 独立 的 0 元素 ; 则 令 解 矩阵 (zj ) 中 对 应 这 个 独立 
的 0 元 系 的 元 隶 取 值 为 1, 其 他 元 际 取 值 为 0。 将 其 代入 目标 胃 数 中 得 到 z= 二 0, 它 一 定 是 
最 小 。 这 就 是 以 (05 ) 为 系数 矩阵 的 指派 问题 的 最 优 解 。 也 就 得 到 了 原 问 题 的 最 优 解 。 

库 恩 (W. 双 .Kuhn) 于 1955 年 提出 了 指派 问题 的 解法 ,他 引用 了 匈牙利 数学 家 康 尼 
格 (D. Konig) 一 个 关于 和 矩阵 中 0 元 素 的 定理 : 系数 矩阵 中 独立 0 元 素 的 最 多 个 数 等 于 能 
窗 新 所 有 0 元 系 的 最 少 直 线 数 。 此 解法 称 为 匈牙利 法 。 以 后 在 方法 上 虽 有 不 断 改 进 ,但 
仍 沿用 这 名 称 。 以 下 用 例 6-7 来 说 明 指 派 问题 的 匈牙利 解法 。 

第 一 步 : 使 指派 问题 的 系数 矩阵 经 变换 ,在 各 行 各 列 中 都 出 现 0 元素。 

(1) 从 系数 矩阵 的 每 行 元 系 减 去 该 行 的 最 小 元 系 ; 

(2) 再 从 所 得 系数 矩阵 的 每 列 元素 中 减 去 该 列 的 最 小 元 素 。 

右 某 行 ( 列 ) 已 有 0 元素 , 那 就 不 必 再 减 了 。 例 6-7 的 计算 为 


min 


i 和 和 证 记 村 J 1 次 Fr 
10 4 14 151|4 6 0 10 11 6 0 6 9 

(ci; ) = 一 一 
| 9 14 16 1319 0 5 7 4 :和 
lL. I 生 李 1 天 2 @ 工作 0 


4 2 min 

第 二 步 : 进行 试 指派 ,以 寻求 最 优 解 。 为 此 , 按 以 下 步骤 进行 。 

经 第 一 步 变换 后 ,系数 矩阵 中 每 行 每 列 都 已 有 了 0 元素; 但 需 找 出 nn 个 独立 的 0 元 
素 。 知 能 找 出 ,就 以 这 些 独立 0 元素 对 应 解 矩 阵 (x;; ) 中 的 元 素 为 1, 其余 为 0, 这 就 得 到 
最 优 解 。 当 nn 较 小 时 ,可 用 观察 法 \ 试 探 法 去 找 出 n 个 独立 0 元素。 若 n 较 大 时 ,就 必须 
按 一 定 的 步骤 去 找 , 常 用 的 步骤 为 : 

(1) 从 只 有 一 个 0 元素 的 行 开始 ,给 这 个 0 元 素 加 圈 , 记 作 @@ 。 这 表示 对 这 行 所 代表 
的 人 ,只 有 一 种 任务 可 指派 。 然 后 划 去 加 所 在 列 的 其 他 0 元 素 , 记 作 BB。 这 表示 这 列 所 代 
表 的 任务 已 指派 完 , 不 必 再 考虑 别人 了 。 

(2) 给 只 有 一 个 0 元 素 列 的 0 元 素 加 圈 , 记 作 加 ;: 然后 划 去 加 所 在 行 的 其 他 0 元 素 ， 
记 作 @。 

(3) 反复 进行 (1)、(2) 两 步 ,直到 所 有 0 元 素 都 被 圈 出 和 划 掉 为 止 。 

(4) 若 仍 有 没有 画 圈 的 0 元 素 , 且 同行 的 0 元 素 至 少 有 两 个 (表示 对 这 个 人 可 以 从 两 
项 任务 中 指派 其 一 ) 。 这 可 用 不 同 的 方案 去 试探 。 从 剩 有 0 元 素 最 少 的 行 ( 列 ) 开 始 , 比 较 
这 行 各 0 元 素 所 在 列 中 0 元 素 的 数目 ,选择 0 元 素 少 的 那 列 的 这 个 0 元 素 加 圈 ( 表 示 选 择 
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性 多 的 要 “礼让 ”选择 性 少 的 )。 然 后 划 挥 同行 同 列 的 其 他 0 元 系 。 可 反复 进行 ,直到 所 有 
0 元 素 都 已 圈 出 和 划 掉 为 止 。 

(5) 右 昌 元 系 的 数目 m 等 于 答 阵 的 阶 数 n, 那 么 这 指派 问题 的 最 优 解 已 得 到 。 厂 
mm 二 n, 则 转 入 下 一 步 。 

现 用 例 6-7 的 (5;;) 和 矩阵 , 按 上 述 步 骤 进 行 运 算 。 按 步 又 (1), 先 给 5 加 圈 , 然 后 给 2s 
加 团 , 划 掉 0 ,pa ; 按 步 又 (2) ,给 2 加 圈 , 划 反 5b4 ,最 后 给 544 加 圈 , 得 到 


r® 13 7 © 
ke 6 | 
kb 了 
bs o 
可 见 区 二 nn 三 4, 所 以 得 最 优 解 为 
0 村 1 
i 9 1 0 
上 ,次 和 省 
00 1 0 
这 表示 : 指定 甲 译 出 俄 文 , 乙 诺 出 日 文 , 两 译 出 英文 , 丁 译 出 德 文 。 所 需 总 时 间 最 少 


min Pe ED Di 工 i 一 (0) 
min 一 主 . i | 十 Cas 十 CA3 十 已 14 — 28( 小 时 ) 
例 6-8 求 表 6-9 所 示 效 率 定 阵 的 指派 问题 的 最 小 解 。 


表 6-9 
仁 务 

人 员 

F 
四 12 7 9 9 
A 8 9 6 6 
丙 17 12 9 
本 15 14 6 10 
成 4 10 7 9 


解 般 时 按 上 述 第 一 步 ,将 这 系数 矩阵 进行 变换 。 
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他 
经 一 次 运算 即 得 每 列 都 有 0 元 素 的 系数 矩阵 ,再 按 上 述 步 骤 运 算 ,得 到 
有 本 3 
2 二 二 下 
人 (D 
9 8 ® 4 
® 6 3 6 5 


这 里 四 的 个 数 到 王 4, 而 2 一 5; 所 以 解 题 没有 完成 ,这 时 应 按 以 下 步骤 继续 进行 。 

第 三 步 : 作 最 少 的 直线 覆盖 所 有 0 元 素 , 以 确定 该 系数 矩阵 中 能 找到 最 多 的 独立 元 
素数 。 为 此 按 以 下 步骤 进行 : 

(1) 对 没有 四 的 行 打 “、/ ”号 

2 的 行 中 所 有 全 G 元素 的 列 打 “~ ”号 ; 

(3) 再 对 打 有 “~/ ”号 的 列 中 含 昌 元素 的 行 打 “~/ ”号 ; 

(4) 重复 (2) (3) 直 到 得 不 出 新 的 打 “、/ ”号 的 行 、 列 为 止 ; 

(5) 对 没有 打 “~/ ”号 的 行 画 一 横 线 ,有 打 “~/ ?号 的 列 画 一 纵 线 ,这 就 得 到 禾 盖 所 有 
0 元 素 的 最 少 直 线 数 。 

令 这 直线 数 为 74。 在 /二 7? ,说明 必须 再 变换 当前 的 系数 矩阵 ,才能 找到 个 独立 的 
0 元 素 ,为 此 转 人 第 四 步 ; 在 /= 一 2 ;而 区 过 nn ;应 回 到 第 二 步 (4), 男 行 试探 。 

在 例 6-8 中 ,对 矩阵 中 按 以 下 次 序 进 行 : 

先 在 第 5 行 旁 打 “VV”, 接 着 可 判断 应 在 第 1 列 下 打 “、/”, 接 着 在 第 3 行 旁 打 “、/”。 经 
检查 不 再 能 打 “~V ”了 。 对 没有 打 ”、/ ” 行 , 画 一 直线 以 履 盖 0 元素, 已 打 “V ”的 列 画 一 直线 
以 覆盖 0 元 素 。 得 


和 一 
| 
| 


由 此 可 见 1 二 4 二 n。 所 以 应 继续 对 和 矩阵 进行 变换 。 转 第 四 步 。 

第 四 步 : 对 矩阵 四 进行 变换 的 目的 是 增加 0 元 素 。 为 此 在 没有 被 直线 覆盖 的 部 分 中 
找 出 最 小 元 素 。 然 后 在 打 ”/ ” 行 各 元 系 中 都 减 去 这 最 小 元 系 ,而 在 打 “VV” 列 的 各 元 系 都 
加 上 这 最 小 元 素 , 以 保证 原来 0 元 素 不 变 。 这 样 得 到 新 系数 和 矩阵 ( 它 的 最 优 解 和 原 问 题 相 
同 )。 千 得 到 nn 个 独立 的 0 元素, 则 已 得 最 优 解 ,否则 回 到 第 三 步 重复 进行 。 

在 例 6-8 的 矩阵 四 中 ,在 没有 被 覆盖 部 分 (第 3.5 行 ) 中 找 出 最 小 元 素 为 2, 然 后 给 
3.5 行 各 元 素 分 别 减 去 2, 给 第 1 列 各 元 素 加 2, 得 到 新 矩阵 四 。 按 第 二 步 , 找 出 所 有 独立 
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的 0 元素 ,得 到 和 矩阵 也 。 


7 有 加 看 于 
4 30 0 
了 光芒 起 汶 3) 
Il BB 0 0 4 
0 4 1 4 3 
PE 
, 3 & | 
8 3 5 © 出 
ll 8 ©@ 4d 
: 4 证 十 肋 
它 具 及 个 独立 0 元 系 。 这 就 得 到 了 最 优 解 ,相应 的 解 矩 阵 为 
0 1 0 0 0 
00 0 1 0 
90 00 1 
0 0 1 0 0 
| i | 


由 解 矩 阵 得 最 优 指 派 方案 
四 一 及 ,五 一 万 ， 因 一 下 ， 了 于 一 已 ， 谎 一 法 
本 例 还 可 以 得 到 另 一 最 优 指派 方案 
甲 一 再 ， 到 一 忆 ,， 到 一 上 一 Ds 成 一 泡 
所 需 总 时 间 为 min = 一 32。 
当 指 派 问题 的 系数 矩阵 ,经 过 变换 得 到 了 同行 和 同 列 中 都 有 两 个 或 两 个 以 上 0 元 系 
时 。 这 时 可 以 任 选 一 行 ( 列 ) 中 某 一 个 0 元 率 ,再 划 去 同行 ( 列 ) 的 其 他 0 元素 。 这 时 会 出 
以 上 讨论 限于 极 小 化 的 指派 问题 。 对 极 大 化 的 问题 , 即 求 
max 之 一 > CT (6-20) 


可 令 bi 一 AM 一 ci 
式 中 ,M 是 足够 大 的 常数 (如 选 cy 中 最 大 元 系 为 M 即 可 ), 这 时 系数 矩阵 可 变换 为 
B= (b,,) 


这 时 5b;; 宇 0, 符 合 匈 牙 利 法 的 条 件 。 目 标 函 数 经 变换 后 , 即 解 
min > = 2 biTi; (B=21) 
所 得 最 小 解 就 是 原 问题 的 最 大 解 , 因 为 
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2 P07 = 2 2 Mc) rs 
DB, -DD 
a > Wy 
因 nM 为 常数 ,所 以 当 3 2 b;;xi;; 取 最 小 时 ， 2 5 cijziy 便 为 最 大 。 
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习题 


6.1 对 下 列 整 数 规划 问题 , 问 用 先 解 相应 的 线性 规划 然后 竣 整 的 办 法 能 否 求 到 最 优 
整数 解 ? 
(C1) max z=— Bry | 2%3 C2) max zz— dr 27 


必 克 ] 十 3zy 太 -14. 9 Di Ss S14 
4 工 | 十 Ts 16. D A 十 9 9 
.下 ] sa -之 0 本 ] 人 


hs ,Tz 为 整数 ee 为 整数 
6.2 用 分 文 定 界 法 解 


max z= Xi Tx; 


9 -| 
Tt1+14r: S14 
| 

一 全 eo 


ee 
Zl1yZ2 为 整数 
6.3 用 Gomory 的 割 平面 法 解 
【1 max 二 一 元 十 (2) max 2— dei— ny 
Se ee 
一 一 
27j] 十 过 -5 


志和 闻 机 re 
4z1 下 20 
- 业 ] 齐 - 业 了 -之 0 


#8 为 叉 数 


pa 
ZX1，X2 为 整数 
6.4 某 城市 的 消防 总 部 将 全 市 划分 为 11 个 防火 区 , 设 有 4 个 消防 (救火 ) 站 。 图 6-8 
表示 各 防火 区 域 与 消防 站 的 位 置 ,其 中 力 .@、.@、.@ 表 示 消 防 站 ,1,2,…,11 表示 防火 区 
域 。 根 据 历史 的 资料 证 实 , 各 消防 站 可 在 事先 规定 的 允许 时 间 内 对 所 负责 的 地 区 的 火灾 
予以 消灭 。 图 6-8 中 虚线 即 表示 各 地 区 由 哪个 消防 站 人 锂 丙 (没有 虚线 连接 ,就 表示 不 负 
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责 ) 。 现 在 总 部 提出 : 可 和 否 减 少 消防 站 的 数目 , 仍 能 同样 负责 各 地 区 的 防火 任务 ? 如 果 可 
以 ,应 当 关 闭 哪 个 ? 


提示 : 对 每 个 消防 站 定义 一 个 0-1 变量 zi， 
1， 当 某 防火 区 域 可 由 第 7 消防 站 负责 时 ， 
0， 当 某 防火 区 域 不 由 第 了 消防 站 负责 时 ， 
= 

然后 对 每 个 防火 区 域 列 一 个 约束 条 件 。 

6.5 ” 某 大 型 企业 每 年 需要 进行 多 种 类 型 的 员工 培训 。 假 设 培训 需求 (如 技术 类 , 管 
理 类 ) 共 有 6 种 ,每 种 需求 的 最 低 培训 人 数 为 a; ,i 二 1,…,6, 可 供 选 择 的 培训 方式 (如 内 部 
自行 培训 、 外 部 与 高 校 合 作 培 训 ) 有 5 种 ,每 种 的 最 高 培训 人 数 为 5;,j 一 1,…,5。 又 设 阁 
选择 了 第 1 种 培训 方式 , 则 第 3 种 培训 方式 也 要 选择 。 记 xz; 为 第 i 种 需求 由 第 7 种 方式 
培训 的 人 员 数 量 ,Z 为 培训 总 费用 。 费 用 的 构成 包括 固定 费用 和 可 变 费 用 ,第 j 种 方式 的 
固定 培训 费用 为 hj( 与 人 数 无 关 ) ,与 人 数 xz; 相应 的 可 变 费 用 为 C; (表示 用 第 7 种 方式 培 
训 第 i 种 需求 类 型 的 单位 费用 )。 如 果 以 成 本 费用 为 优化 目标 ,请 建立 该 培训 问题 的 结构 
优化 模型 。 

6.6 为 了 提高 校园 的 安全 性 , 某 大 学 的 保安 部 门 决 定 在 校园 内 部 的 几 个 位 置 安装 紧 
急 报 警 电 话 。 校 园 的 主要 街道 示意 图 如 图 6-9 所 示 ， 
其 中 四 一 图 表示 道路 交叉 口 ,A 一 攻 表示 街道 。 现 需 
决定 在 哪些 地 方 安家 ,可 使 每 条 街道 都 有 报警 电话 ,并 
且 总 电话 数目 最 少 ? 请 建立 本 问题 的 数学 规划 模型 。 

6.7 在 有 互相 排斥 的 约束 条 件 的 问题 中 ,如 果 
约束 条 件 是 (和 过) 型 的 ,我 们 用 加 以 yiM 项 (y; 是 0-1 
变量 ,M 是 很 大 的 常数 ) 的 方法 统一 在 一 个 问题 中 。 
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如 果 约 东 条 件 是 (人 三) 型 的 ,我 们 将 怎样 利用 ww 和 MM 呢 ? 
6.8 解 0-1 规 划 。 


C1) IE 一生 人 33 十 公元 (2) mn O27 Tr, Tr Tr, 
4 “4 
二 一 了 二 才 圳 元 下 这 交 十 本 
和 本 i i ne ie 
a | 


6.9 有 4 个 工人 ,要 指派 他 们 分 别 完 成 4 种 工作 ,每 人 做 各 种 工作 所 消耗 的 时 间 如 
表 6-10 所 示 ，, 问 指派 哪个 人 去 完成 哪 种 工作 ,可 使 总 的 消耗 时 间 为 最 小 ? 


表 6-10 
D 
儿 24 
区， 18 
丙 19 
< 17 
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7.1 多 阶段 决 寅 过 程 及 实例 


在 生产 和 科学 实验 中 ,有 一 类 活动 的 过 程 ,由 于 它 的 特殊 性 ,可 将 过 程 分 为 若干 个 互 
相 联 系 的 阶段 ,在 它 的 每 一 个 阶段 都 需要 作出 决策 ,从 而 使 整个 过 程 达到 最 好 的 活动 效 
果 。 因 此 ,各 个 阶段 决策 的 选取 不 是 任意 确定 的 , 它 依赖 于 当前 面临 的 状态 ,又 影响 以 后 
的 发 展 。 当 各 个 阶段 决策 确定 后 ,就 组 成 了 一 个 决策 序列 ,因而 也 就 决定 了 整个 过 程 的 一 
条 活动 路 线 。 这 种 把 一 个 问题 可 看 做 是 一 个 前 后 关联 具有 链 状 结构 的 多 阶段 过 程 (如 
图 7-1 所 示 ) 就 称 为 多 阶段 决策 过 程 ,也 称 序 贯 决 策 过 程 。 这 种 问题 就 称 为 多 阶段 决策 


在 多 阶段 决策 问题 中 ,各 个 阶段 采取 的 决策 ,一般 来 说 是 与 时 间 有 关 的 ,决策 依赖 于 
当前 的 状态 ,又 随即 引起 状态 的 转移 ,一 个 决策 序列 就 是 在 变化 的 状态 中 产生 出 来 的 , 故 
有 “动态 ”的 含义 。 因 此 ,把 处 理 它 的 方法 称 为 动态 规划 方法 。 但 是 ,一 些 与 时 间 没 有 关系 
的 静态 规划 (如 线性 规划 , 非 线 性 规划 等 ) 问 题 , 只 要 人 为 地 引进 “时 间 ? 因 系 , 也 可 把 它 视 
为 多 阶段 决策 问题 ,用 动态 规划 方法 去 处 理 。 

多 阶段 决策 问题 很 多 , 现 举例 如 下 。 

例 7-1 最 短路 线 问题 。 

如 图 7-2 所 示 ,给 定 一 个 线路 网 络 ,两 点 之 间 连 线 上 的 数字 表示 两 点 间 的 距离 (或 费 
用 ), 试 求 一 条 由 A 到 G 的 铺 管 线路 ,使 总 距离 为 最 短 ( 或 总 费用 最 小 )。 

例 7-2 机 希 负 谷 分 配 问题 。 

某 种 机 需 可 以 在 高 、 低 两 种 不 同 的 负荷 下 进行 生产 。 在 高 负 人 向 下 进行 生产 时 ,产品 的 
年 产量 g 和 投入 生产 的 机 器 数量 xi 的 关系 为 

5 一 ECUI ) 
这 时 ,机 融 的 年 完好 率 为 wc, 即 如 条 年 初 完 好 机 需 的 数量 为 ww: 到 年 终 时 完好 的 机 硕 就 为 
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au,0 二 a 二 1, 在 低 负 蓓 下 生产 时 ,产品 的 年 产量 和 投入 生产 的 机 器 数量 的 关系 为 
h=h(ws) 

相应 的 机 可 年 完好 率 为 6,0 二 5b 二 1。 

假定 开始 生产 时 完好 的 机 右 数 量 为 % 。 要 求 制 订 一 个 五 年 计划 ,在 每 年 开始 时 ,决定 
如 何 重 新 分 配 完 好 的 机 如 在 两 种 不 同 的 儿 往 下 生产 的 数量 ,使 在 五 年 内 产品 的 总 产量 达 
到 最 高 。 

还 有 ,如 各 种 资源 (人 力 、 物 力 ) 分 配 问题 .生产 一 存储 问题 、 最 优 丢 载 问题 ,水库 优 化 
调度 问题 .最 优 控制 问题 等 等 ,都 是 具有 多 阶段 决策 问题 的 特性 , 均 可 用 动态 规划 方法 去 


7.2 动态 规划 的 基本 概念 和 基本 方程 


如 图 7-2 所 示 的 线路 网 络 , 求 A 到 G 的 最 短路 线 问 题 是 动态 规划 中 一 个 较为 直观 的 
典型 例子 。 现 通过 讨论 它 的 解法 ,来 说 明 动 态 规 划 方 法 的 基本 思想 ,并 阐述 它 的 基 

由 图 7-2 可知, 从 A 点 到 G 点 可 以 分 为 6 个 阶段 。 从 A 到 B 为 第 一 阶段 ,从 B 到 C 
为 第 二 阶段 …… 从 下 到 G 为 第 六 阶段 。 在 第 一 阶段 ,A 为 起 点 ,终点 有 Bl、B; 两 个 ,因而 
这 时 走 的 路 线 有 两 个 选择 ,一 是 走 到 Bi, ; 一 是 走 到 B;, 硅 选择 走 到 B; 的 决策 , 则 B, 就 是 
第 一 阶段 在 我 们 决策 之 下 的 纺 果 。 它 既是 第 一 阶段 路 线 的 终点 ,又 是 第 二 阶段 路 线 的 始 
点 。 在 第 二 阶段 ,再 从 Bs 点 出 发 ,对 应 于 B; 点 就 有 一 个 可 供 选 择 的 终点 集合 {Ci,C;， 
C4 }; 硅 选 择 由 Bs 走 至 Cs 为 第 二 阶段 的 决策 , 则 Cs 就 是 第 二 阶段 的 终点 ,同时 又 是 第 三 
阶段 的 始点 。 同 理 递 推 下 去 ,可 看 到 : 各 个 阶段 的 决策 不 同 , 铺 管 路 线 就 不 同 。 很 明显 ， 
当 某 阶段 的 始点 给 定时 , 它 直 接 影响 着 后 面 各 阶段 的 行进 路 线 和 整个 路 线 的 长 短 , 而 后 面 
各 阶段 的 路 线 的 发 展 不 受 这 点 以 前 各 阶段 路 线 的 影响 。 故 此 问题 的 要 求 是 : 在 各 个 阶段 选 
取 一 个 恰当 的 决策 ,使 由 这 些 决 策 组 成 的 一 个 决策 序列 所 决定 的 一 条 路 线 ,其 总 路 程 最 短 。 
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如 何 解 决 这 个 问题 呢 ? 可 以 采取 穷 举 法 。 即 把 由 A 到 G 所 有 可 能 的 每 一 条 路 线 的 
距离 都 算出 来 ,然后 互相 比较 找 出 最 短 者 ,相应 地 得 出 了 最 短路 线 。 这 样 ,由 A 到 G 的 6 
个 阶段 中 ,一 共有 2X3X2X2xXx2X1= 二 48 条 不 同 的 路 线 , 比较 48 条 不 同 的 路 线 的 距离 
值 ,才能 找 出 最 短路 线 为 

A—B.—C,—D),—E,—F,—G 
相应 最 短 距 离 为 18。 显 然 , 这 样 作 计算 是 相当 繁杂 的 。 如 果 当 有 段 数 很 多 ,各 有 段 的 不 同 选 
择 也 很 多 时 ,这 种 解法 的 计算 将 变 得 极其 繁杂 ， 其 至 在 电子 计算 机 上 计算 都 是 不 现实 的 。 
因此 ,为 了 减少 计算 工作 量 ,需要 寻求 更 好 的 算法 ,这 如 是 下 面 要 介绍 的 动态 规划 的 方法 。 
为 了 讨论 方便 , 先 介 绍 动态 规划 的 基本 概念 和 符号 。 


7.2.1 动态 规划 的 基本 概念 


1， 阶段 

把 所 给 问题 的 过 程 ,恰当 地 分 为 若干 个 相互 联系 的 阶段 ,以 便 能 按 一 定 的 次 序 去 求 
解 。 描 述 阶 段 的 变量 称 为 阶段 变量 ,常用 & 表示。 阶段 的 划分 ,一 般 是 根据 时 间 和 空间 的 
日 然 特征 来 划分 ,但 要 便于 把 问题 的 过 程 能 转化 为 多 阶段 决策 的 过 程 。 如 例 7-1 可 分 为 
6 个 阶段 来 求解 ,k 分 别 等 于 1,2,3,4,5,6。 

2. 状态 

状态 表示 每 个 阶段 开始 所 处 的 日 然 状 沈 或 客观 条 件 , 它 描述 了 人 研究 问题 过 程 的 状况 ， 
又 称 不 可 控 因 系 。 在 例 7-1 中 ,状态 就 是 东 阶 段 的 出 发 位 置 。 它 既是 该 阶段 茶 文 路 的 起 
点 ,又 是 前 一 阶段 菜 文 路 的 终点 。 通 和 并 一 个 阶段 有 奉 干 个 状态 ,第 一 阶段 有 一 个 状态 就 是 
点 4A, 第 二 阶段 有 两 个 状态 , 即 点 集合 {B,,B:} ,一 般 第 & 阶段 的 状态 就 是 第 & 阶段 所 有 
始点 的 集合 。 

描述 过 程 状态 的 变量 称 为 状态 变量 。 它 可 用 一 个 数 、 一 组 数 或 一 向 量 ( 多 维 情 形 ) 来 
描述 。 和 常用 Si 表示 第 & 阶段 的 状态 变量 。 如 在 例 7-1 中 第 三 阶段 有 四 个 状态 , 则 状态 变 
量 S 可 取 四 个 值 , 即 Ci ,Ci ,Cs ,Ce。 点 集合 {C ,Ca ,Cs Ce) 就 称 为 第 三 阶段 的 可 达 状 态 
集合 。 记 为 5S; 二 {Ci,;Cs Cs Ce 。 有 时 为 了 方便 起 见 , 将 该 阶段 的 状态 编 上 号 公 1,2… 
这 时 也 可 记 Ss; 二 们 ,2,3,4}。 第 阶段 的 可 达 状 态 集合 就 记 为 S,。 

这 里 所 说 的 状态 应 具有 下 面 的 性 质 如 果 某 阶段 状态 给 定 后 , 则 在 这 阶段 以 后 过 程 
的 发 展 不 受 这 阶段 以 前 各 段 状态 的 影响 。 换 句 话 说, 过程 的 过 去 历史 只 能 通过 当前 的 状 
态 去 影响 它 未 来 的 发 展 , 当 前 的 状态 是 以 往 历史 的 一 个 总 结 。 这 个 性 质 称 为 无 后 效 性 ( 即 
马尔 可 夫 性 ) 。 

如 果 状 态 仅 仅 描 述 过 程 的 具体 特征 , 则 并 不 是 任何 实际 过 程 都 能 满足 无 后 效 性 的 要 
求 。 所 以 ,在 构造 决策 过 程 的 动态 规划 模型 时 ,不 能 仅 由 描述 过 程 的 具体 特征 这 点 着 眼 去 
规定 状态 变量 ,而 要 充分 注意 是 否 满足 无 后 效 性 的 要 求 。 如 果 状 态 的 某 种 规定 方式 可 能 


158 


运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


导致 不 满足 无 后 效 性 ,应 适当 地 改变 状态 的 规定 方法 ,达到 能 使 它 满足 无 后 歼 性 的 要 求 。 
例如 ,人 研究 物体 (把 它 看 做 一 个 质点 ) 受 外 力作 用 后 其 空间 运动 的 轨迹 问题 。 从 描述 轨迹 
这 点 着 眼 , 可 以 只 选 坐 标 位 置 (xi ,yi ,zi) 作 为 过 程 的 状态 ,但 这 样 不 能 满足 无 后 效 性 , 因 
为 即使 知道 了 外 力 的 大 小 和 方向 , 仍 无 法 确定 物体 受 力 后 的 运动 方向 和 轨迹 ,只 有 把 位 置 
(Czas Vass) 和 速度 4; ye ys) 黎 作为 过 程 的 状态 变量 ,才能 确定 物体 运动 下 一 步 的 方 回 
和 轨迹 ,实现 无 后 效 性 的 要 求 。 

3 演 征 

决策 表示 当 过 程 处 于 茶 一 阶段 的 某 个 状态 时 ,可 以 作出 不 同 的 决定 (或 选择 )， erp 
定 下 一 阶段 的 状态 ,这 种 决定 称 为 决策 。 和 描述 决策 的 变量 ， 
为 决策 变量 。 它 可 用 一 个 数 一 组 数 或 一 癌 量 来 描述 。 as) 表示 第 有 阶段 ope 
处 于 时 的 决策 变量 。 它 是 状态 变量 的 阴 数 。 在 实际 问题 中 ,决策 变量 量 的 取 值 往往 限制 
在 某 一 药 国之 内 ,此 范围 称 为 允许 决策 集合 . 向 用 Di (ss) 表 示 第 k 阶段 从 状态 se 出 发 的 
允许 决策 集合 ,显然 有 ui (si) EDi(s;)。 

如 在 例 7-1 第 二 阶段 中 ,大 从 状态 Bi 出 发 ,就 可 作出 三 种 不 同 的 决策 ,其 允许 决策 集 
合 D;(Bi) 王 {C1,Cs ,C3), 夺 选取 的 点 为 Cs, 则 Cs 是 状态 Bi 在 决策 us (Bl) 作用 下 的 一 
个 新 的 状态 , 记 作 us (Bi ) 一 Cs 。 

4. 策略 

策略 是 一 个 按 顺 序 排 列 的 决策 组 成 的 集合 。 由 过 程 的 第 & 阶段 开始 到 终止 状态 为 止 
的 过 程 , 称 为 问题 的 后 部 子 过 程 ( 或 称 为 & 子 过 程 )。 由 每 段 的 决策 按 顺 序 排列 组 成 的 决 
策 转 数 序列 (aa Cs ,un(ss)} 称 为 k 子 过 程 策略 ,简称 子 策略 , 记 为 pi,,(s)。 即 

Pet ) C—O i 
当 & 二 1 时 ,此 决策 函数 序列 称 为 全 过 程 的 一 个 策略 ,简称 策略 , 记 为 p1,,(s1)。 即 
Pia CO CH 

在 实际 问题 中 ,可 供 选 择 的 策略 有 一 定 的 范围 ,此 范围 称 为 允许 策略 集合 .用 尸 表 
示 。 从 人 允许 策略 集合 中 找 出 达到 最 优 效 果 的 策略 称 为 最 优 策略 。 

5. 状态 转移 方程 

状态 转移 方程 是 确定 过 程 由 一 个 状态 到 男 一 个 状态 的 演变 过 程 。 奢 给 定 第 阶段 状 
态 变 量 s, 的 值 ,如 果 该 段 的 决策 变量 wi 一 经 确定 ,第 & 十 1 阶段 的 状态 变量 ss+1 的 值 也 就 
完全 确定 。 即 %+i 的 值 随 和 wi 的 值 变 化 而 变化 。 这 种 确定 的 对 应 关系 , 记 为 

Ot 

上 式 描 述 了 由 阶段 到 十 1 阶段 的 状态 转移 规律 , 称 为 状态 转移 方程 。T 称 为 状 
态 转 移 图 数 。 如 例 7-1 中 ,状态 转移 方程 为 w+ 一 三 (se )。 

6. 指标 函数 和 最 优 值 函数 

用 来 衡量 所 实现 过 程 优 劣 的 一 种 数量 指标 , 称 为 指标 曙 数 。 它 是 定义 在 全 过 程 和 所 
有 后 部 子 过 程 上 确定 的 数量 函数 。 第 用 Vi, 表示 之 。 即 
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区 
对 于 要 构成 动态 规划 模型 的 指标 图 数 ,应 具有 可 分 离 性 ,并 满足 递 推 基 系 。 即 Vi,, 可 
以 表示 为 se Var 的 函数 。 记 为 
和 1 ) 二 [ss 1 ) | 
在 实际 问题 中 很 多 指标 函数 部 满足 这 个 性 质 。 
常见 的 指标 浮 数 的 形式 如 下 ，。 
(1) 过 程 和 它 的 任 一 于 过程 的 指标 是 它 所 包含 的 各 阶段 的 指标 的 和 。 即 


Wa 家 | ) Bi 和 也 (38; Uj ) 
于 一 此 
式 中 v;(s; ,wj ) 表 示 第 ;7 阶段 的 阶段 指标 。 这 时 上 式 可 写成 
和 (SE ss "sow 十 ] ) 一 vy (sp SP Ed CR spl Fe 
(2) 过 程 和 它 的 任 一 子 过 程 的 指标 是 它 所 包含 的 各 阶段 的 指标 的 乘积 。 即 
Va ol Uj (s; "Uj ) 


于 一 
这 时 就 可 写成 
和 1 
指标 限 数 的 最 优 值 , 称 为 最 优 值 沙 数 , 记 为 fi (si)。 它 表示 从 第 阶段 的 状态 ss 开 
始 到 第 阶段 的 终止 状态 的 过 程 , 采 取 最 优 策略 所 得 到 的 指标 函数 值 。 即 


JS 一 opt MSS ss 
se 


其 中 “opt 是 最 优化 Coptimization) 的 缩写 ,可 根据 题 意 而 取 min 或 max。 

在 不 同 的 问题 中 ,指标 图 数 的 含义 是 不 同 的 , 它 可 能 是 中 离 、 利润 .成 本 ,产品 的 产量 
或 资源 消耗 等 。 例 如 ,在 最 短路 线 问 题 中 ,指标 阴 数 Vi,, 就 表示 在 第 阶段 由 点 se 至 终点 
G 的 距离 。 用 di (se ji Oh (sp ; Us ) 表示 在 第 R 阶段 由 点 Sk 到 点 SE+1 Up (si) 的 距离 * 
如 ds (Eli, ) 二 3, 就 表示 在 第 5 阶段 中 由 点 Ei 到 点 忆 的 距离 为 3。fi (4) 表示 从 第 上 
阶段 点 s 到 终点 G 的 最 短 距 离 , 如 f(D) 就 表示 从 第 4 阶段 中 的 点 Di 到 点 G 的 最 


晶 中 元 。 
7.2.2 动态 规划 的 基本 思想 和 基本 方程 


现在 ,再 结合 解决 最 短路 线 问 题 来 介绍 动态 规划 方法 的 基本 思想 。 生 活 中 的 常识 告 
诉 我 们 ,最 短路 线 有 一 个 重要 特性 : 如 果 由 起 点 A 经 过 P 点 和 五 点 而 到 达 终 点 G 是 一 
条 最 短路 线 , 则 由 点 己 出 发 经 过 互 点 到 达 终 点 G 的 这 条 子路 线 ,对 于 从 点 王 出 发 到 达 终 
点 的 所 有 可 能 选择 的 不 同 路 线 来 说 ,必定 也 是 最 短路 线 。 例 如 ,在 最 短路 线 问 题 中 ,在 找 
到 了 A 一 Bi 一 C: 一 Di 习 E: 一 Fo 一 G 是 由 A 到 G 的 最 短路 线 , 则 D1 一 Es 一 Fi 一 G 应 该 是 
由 Di 出 发 到 G 点 的 所 有 可 能 选择 的 不 同 路 线 中 的 最 短路 线 。 此 特性 用 反 证 法 易 证 。 因 
为 如 果 不 是 这 样 , 则 从 点 王 到 G 点 有 万 一 条 距离 更 短 的 路 线 存 在 ,把 它 和 原来 最 短路 线 
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由 人 点 到 达 己 点 的 那 部 分 连接 起 来 ,就 会 得 到 一 条 由 A 点 到 G 点 的 新 路 线 , 它 比 原 来 那 
条 最 短路 线 的 距离 还 要 短 些 。 这 与 假设 矛盾 ,是 不 可 能 
根据 最 短路 线 这 一 特性 ,寻找 最 短路 线 的 方法 ,就 是 从 最 后 一 段 开始 ,用 由 后 阿 前 逐 
步 递 推 的 方法 , 求 出 各 点 到 G 点 的 最 短路 线 , 最 后 求 得 由 A 点 到 G 点 的 最 短路 线 。 所 以 ， 
动态 规划 的 方法 是 从 终点 逐 段 问 始 点 方向 寻找 最 短路 线 的 一 种 方法 ,如 图 7-3 所 示 。 
行进 方向 


] 2 3 4 5 6 


Ee———— 
动态 规划 寻 优 途径 


图 ”7-3 


下 面 按照 动态 规划 的 方法 ,将 例 7-1 从 最 后 一 段 开始 计算 ,由 后 癌 前 逐步 推移 至 A 点 。 
当 & 二 6 时 ,由 户 到 终点 G 只 有 一 条 路 线 , 故 fo(F) 二 4。 同 理 , fe(F;) 二 3。 
当 天 二 5 时 ;出 罕 点 有 .Eis 三 个 。 着 航 E 出 发 - 则 有 两 个 选择; 加 全 也, 
四 至 Fo， 
则 
人 : Yield Tt) 3 一 1 
万 (人 上) 一 min 了 一 min | = 
ds (Fi,F;) TT fe (FP,) 
其 相应 的 决策 为 us (E11) 二 让。 
这 说 明 , 由 Ei 至 终点 G 的 最 短 距离 为 7, 其 最 短路 线 是 
下 一 了 一 人 
同 理 ,从 a 和 F, 由 ,由 有 
| ds (LE, 上 fh 5 十 4 | 
fsths)—mm | z 一 min 一 5 
ds (FE, se Tfo(Ps) 
其 相应 的 决策 为 us (CE ) 一 下 。 
z tds(Esebi TT fh) /6 十 4 
fst mm 二 = 
So | | 
H ws (Es)=F,., 
类 似 地 ,可 算得 
= RR 一生 时 ,有 


六 (DID) 一 7 2 (Di 一 下 ， 
f(D;s)=6 us (DD;)—E, 
fa (D;,)=8 us(D,)=—=E, 


当下 二 3 时 ,有 
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(CT 一 13 us (C1) = DD 

skCa 一 10 us (2 D) 一 四 | 

(CCsy 一 9 us (C3) = D; 

FE us (Ci) = D, 
当 开 一 2 时 ,有 

和 (了 一 13 uz (BI1)=C, 

f2(B;)=16 uz (B;)=C; 


当 & 王 1 时 ,出 发 点 只 有 一 个 A 点 , 则 
oo i a {oo} = 

di(A,B;)+ f;(B;) 
目 ww (A) 二 B,。 于 是 得 到 从 起 点 A 到 终点 G 的 最 短 距 离 为 18。 

为 了 找 出 最 短路 线 , 上 表 按 计算 的 顺序 反 推 之 ,可 求 出 最 优 决 策 函 数 序 列 {u4), 即 由 
“ABwth Cmt{tC)— Dm(D 7 Bem(tB)C—Frvmwlt Es}=G 
优 策 略 。 因 而 , 找 出 相应 的 最 短路 线 为 

A—B.—C,—D—E,—>F,—G 

从 上 面 的 计算 过 程 中 可 以 看 出 ,在 求解 的 各 个 阶段 ,我 们 利用 了 阶段 与 上 十 1 阶段 

之 间 的 北 推 关系 : 
i 


f(A)=min 


uy ED, (Cs) 
f1(s7) 二 0( 或 写成 fo(s6) 二 de (se G)) 
一 般 情 况 ,& 阶段 与 十 1 阶段 的 递 推 关系 式 可 写 为 
站 (7-1) 


uy ED, Cs,) 
二 nn—1,**,l] 
边界 条 件 为 
Faril ed Oo 
这 种 递 推 关系 式 (7-1) 称 为 动态 规划 的 基本 方程 。 
现在 把 动态 规划 方法 的 基本 思想 归纳 如 下 。 
(1) 动态 规划 方法 的 关键 在 于 正确 地 写 出 基本 的 递 推 关 系 式 和 恰当 的 边界 条 件 ( 简 
言 之 为 基本 方程 )。 要 做 到 这 一 点 ,必须 先 将 问题 的 过 程 分 成 几 个 相互 联系 的 阶段 ,恰当 
地 选取 状态 变量 和 决 寅 变量 及 定义 最 优 值 函 数 , 从 而 把 一 个 大 问题 化 成 一 族 同类 型 的 子 
问题 ,然后 逐个 求解 。 即 从 边界 条 件 开 始 , 逐 段 递 推 寻 优 ,在 每 一 个 子 问 题 的 求解 中 , 均 利 
用 了 它 前 面 的 子 问 题 的 最 优化 结果 ,依次 进行 ,最 后 一 个 子 问题 所 得 的 最 优 解 , 就 是 整个 
问题 的 最 优 解 。 
(2) 在 多 阶段 决策 过 程 中 ,动态 规划 方法 是 既 把 当前 一 段 和 未 来 各 段 分 开 , 又 把 当前 
效益 和 未 来 效益 结合 起 来 考虑 的 一 种 最 优化 方法 。 因 此 ,每 段 决 策 的 选取 是 从 全 局 来 考 
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虑 的 ,与 该 段 的 最 优选 择 答案 一 般 是 不 同 的 。 
(3) 在 求 整 个 问题 的 最 优 策略 时 ,由 于 初始 状态 是 已 知 的 ,而 每 段 的 决策 都 是 该 段 状 
态 的 函数 , 故 最 优 策略 所 经 过 的 各 有 段 状 态 便 可 逐次 变换 得 到 ,从 而 确定 了 最 优 路 线 。 
如 例 7-1 最 短路 线 问 题 ,初始 状态 A 已 知 , 则 按 下 面 箭头 所 指 的 方向 逐次 变换 有 
有 
2 y 
A B Es …- 全 
(已 知 ) 
从 而 可 得 最 优 策略 为 {oCA) ,us (Bi),… ,us (Fs)}), 相 应 的 最 短路 线 为 
A—>B.—C,—D),—E,—>F,—>G 
上 述 最 短路 线 问题 的 计算 过 程 , 也 可 借助 图 形 直 观 简明 地 表示 出 来 ,如 图 7-4 所 示 。 
在 图 7-4 中 ,每 节点 处 上 方 的 方 格 内 的 数 , 表 示 该 点 到 终点 G 的 最 短 距 离 。 用 
直线 连接 的 点 表示 该 点 到 终点 G 的 最 短路 线 。 未 用 直线 连接 的 点 就 说 明 它 不 是 该 点 
到 终点 G 的 最 短路 线 , 故 这 些 支 路 均 被 舍 去 了 。 图 中 粗 线 表 示 由 始点 A 到 终点 G 的 最 
短路 线 。 
这 种 在 图 上 下 接 作 业 的 方法 叫做 标号 法 。 如 条规 定 从 A 点 到 G 点 为 顺 行 方向 , 则 由 
G 点 到 A 点 为 道行 方向 ,那么 ,图 7-4 是 由 G 点 开始 从 后 向 前 标的 。 这 种 以 A 为 始 端 ,G 
为 终端 ,从 G 到 A 的 解法 称 为 逆序 解法 。 


G3 加 


OE 


加 


5) 匡 
DEEONIOE 


SEIOCIOEGE 


由 于 线路 网 络 的 两 端 虱 是 固定 的 , 且 线 路 上 的 数字 是 表示 两 点 间 的 距离 , 则 从 
A 点 计算 到 G 点 和 从 G 点 计算 到 A 点 的 最 短路 线 是 相同 的 。 因 而 ,标号 也 可 以 由 A 开 
始 , 从 前 向 后 标 。 只 是 那 时 是 视 G 为 起 点 ,A 为 终点 , 按 动 态 规划 方法 处 理 的 , 如 
图 7-5 所 示 。 

图 7-5 中 ,每 节点 处 上 方 方 格 内 的 数 表示 该 点 到 A 操 的 最 短 距离 ,用 直线 连接 的 点 
表示 该 点 到 起 点 A 的 最 短路 线 , 粗 线 表 示 A 到 G 的 最 短路 线 。 
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FE PE | 一 一 
(A i dy 
= 
Li 
js 
[| 


这 种 以 A 为 始 端 .G 为 终端 的 从 A 到 G 的 解法 称 为 顺序 解法 。 

申 此 可 见 , 顺 序 解 法 和 逆序 解法 只 表示 行进 方 辐 的 不 同 或 对 始 端 终 端 看 法 的 颠倒 。 
但 用 动态 规划 方法 求 最 优 解 时 ,都 是 在 行进 方 呵 规定 后 , 均 要 逆 着 这 个 规定 的 行进 方 癌 ， 
从 最 后 一 段 向 前 逆 推 计算 , 逐 段 找 出 最 优 途 径 。 

从 上 面 例 7-1 的 计算 过 程 ,明显 看 到 ,动态 规划 的 方法 比 穷 举 法 有 以 下 优点 : 

(1) 减少 了 计算 量 。 计 算 例 7-1 各 用 穷 举 法 ,就 要 对 48 条 路 线 进行 比较 ,运算 在 计 
算 机 上 进行 时 ,比较 运算 要 进行 47 次 ; 求 各 条 路 线 的 距离 ,即使 用 逐 段 累加 方法 ,也 要 进 
行 6 十 12 十 24 十 48 十 48 二 138 次 加 法 运算 。 

用 动态 规划 方法 来 计算 ,比较 运算 (从 &=5 段 开始 向 前 算 ) 共 进行 3 十 3 十 4 十 4 十 1 二 
15 次 。 每 次 比较 运算 相应 有 两 次 加 法 运算 ,再 去 掉 中 间 重 复 两 次 ( 即 Bi 一 Ci ,B; 一 C4 各 
多 算 了 一 次 ) ,实际 只 有 28 次 加 法 运算 。 可 见 ,动态 规划 方法 比 穷 举 法 减少 了 计算 量 。 而 
且 随 着 段 数 的 增加 ,计算 量 将 大 大 地 减少 。 

(2) 丰富 了 计算 结果 。 在 逆序 (或 顺序 ) 解 法 中 ,我 们 得 到 的 不 仅仅 是 由 A 点 (或 G 
点 ) 出 发 到 G 点 (或 4 点 ) 的 最 短路 线 及 相应 的 最 短 距 离 ,而且 得 到 了 从 所 有 各 中 间 点 出 
发 到 G 点 (或 4 点 ) 的 最 短路 线 及 相应 的 距离 。 这 就 是 说 , 求 出 的 不 是 一 个 最 优 策略 ,而 
是 一 族 的 最 优 策 略 。 这 对 许多 实际 问题 来 讲 是 很 有 用 的 ,有 利于 帮助 分 析 所 得 结果 。 

在 明确 了 动态 规划 的 基本 概念 和 基本 思想 之 后 ,我们 看 到 ,给 一 个 实际 问题 建立 动态 
规划 模型 时 ,必须 做 到 下 面 五 点 : 

(1) 将 问题 的 过 程 划 分 成 恰当 的 阶段 。 

(2) 正确 选择 状态 变量 wx ,使 它 既 能 描述 过 程 的 演变 ,又 要 满足 无 后 效 性 ， 

(3) 确定 决策 变量 wu 及 每 阶段 的 允许 决策 集合 Di (si)。 

(4) 正确 写 出 状态 转移 方程 。 

(5) 正确 写 出 指标 图 数 ,的 关系 , 它 应 满足 下 面 三 个 性 质 : 

中 是 定义 在 全 过 程 和 所 有 后 部 子 过 程 上 的 数量 函数 ; 
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Go 要 具有 可 分 离 性 ,并 满足 递 推 基 系 。 有 
Vien CS ses Sat1) — pel se su sr Vern Sgt sr Up 9 9 Set1) | 

(3 图 数 册 (54 yyVitun) 对 于 变量 w+ 要 严格 单调 。 

以 上 五 点 是 构造 动态 规划 模型 的 基础 ,是 正确 写 出 动态 规划 基本 方程 的 基本 要 素 。 
而 一 个 问题 的 动态 规划 模型 是 否 正 确 给 出 , 它 集 中 地 反映 在 恰当 的 定义 最 优 值 函数 和 正 
确 地 写 出 递 推 和 关系 式 及 边界 条 件 上 。 简 言 之 ， 要 正确 写 出 动态 规划 的 基本 方程 。 

根据 动态 规划 方法 有 逆序 解法 和 顺序 解法 之 分 ,那么 ,它们 的 动态 规划 基本 方程 应 如 
何 来 表述 呢 ? 

设 指标 图 数 是 取 各 阶段 指标 的 和 的 形式 , 即 

ee > Uj(S;» Wi) 
其 中 vj (sj ,wj) 表 示 第 7 段 的 指标 。 它 显然 是 满足 指标 函数 三 个 性 质 的 。 所 以 上 式 
可 写成 
Vin— vs si) TT Vern sit1 9*** » Sn+1 | 

当初 始 状 态 给 定时 ,过 程 的 策略 就 被 确定 , 则 指标 隐 数 也 研 确 定 了 。 因 此 ,指标 卫 数 

是 初始 状态 和 策略 的 函数 。 可 记 为 Vi [si ,pr (ss)]。 故 上 面 递 推 关 系 又 可 写成 
a a i A 
其 子 策略 pi,, (si) 可 看 成 是 由 决 案 wss) 和 pr+1,a(se+1) 组 合 而 成 。 即 
Pin — Uw (Css) EPE Fin (CSR) 

如 果 用 pz, Cs) 表示 初始 状态 为 w 的 后 部 子 过 程 所 有 子 策 上 略 中 的 最 优 于 策略 , 则 最 

优 值 函 数 为 
fets d= Valses | 一 je (Ws La 


而 

opt{Vin ses Pen)}—= opt sa 十 VTS 二 La 

phn {ug 1 PR + 1,n 

=opt(v(s, a OPt Vr1, 本 
Pa +1,n 
但 
Fer = Fa Ver set » Pktln)} 
Pi +lun 

所 以 


he Wt mts | 下 一 天 ;如 一 下 上 
边界 条 件 为 
一 
这 就 是 动态 规划 逆序 解法 的 基本 方程 。 式 中 54641 二 Ti (sssyu)，, 其 求解 过 程 ,根据 边 
界 条 件 , 从 k 二 nn 开始 ,由 后 癌 前 逆 推 ,从 而 未 步 可 求 得 各 段 的 最 优 决 琐 和 相应 的 最 优 值 ， 
最 后 求 出 放 (31) 时 ,就 得 到 整个 问题 的 最 优 解 。 
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对 于 动态 规划 顺序 解法 的 基本 方程 应 如 何 表述 呢 ? 假定 阶段 序数 & 和 状态 变量 ww 
的 定义 不 变 , 而 改变 决策 变量 wu 的 定义 ,如 例 7-1 中 取 加 Cr 一 , 则 这 时 的 状态 转移 
不 是 由 si ,ur 去 确定 ss+l ,而 是 反 过 来 由 w+ 去 确定 se, 则 状态 转移 方程 一 般 形 式 为 
5 一 了 有 CSETIy ESD) 
因而 第 & 阶段 的 允许 决策 集合 也 应 作 相 应 的 改变 , 记 为 DECsr)。 指 标 图 数 也 应 换 成 以 
sg+1 和 wi 的 函数 表示 。 于 是 可 得 动态 规划 顺序 解法 的 基本 方程 为 
filset1)—= opt {vilseriswus) TT feilse)}s k=—=l1y2,* sn 


si ED (a1) 
边界 条 件 为 
fo ls1)=0 
式 中 $54 二 Ti 和 (ss+1Us)。 其 求解 过 程 : 根据 边界 条 件 , 从 & 王 1 开始 ,由 前 加 后 顺 推 , 逐 
步 求 得 各 段 的 最 优 决 策 和 相应 的 最 优 什 ,最 后 求 出 fC5,+1) ,就 得 到 整个 问题 的 最 优 解 。 
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20 世纪 50 年 代 ,R. Bellman 等 人 根据 研 史 一 类 多 阶段 决策 问题 ,提出 了 最 优 性 原理 
(有 的 翻译 成 最 优化 原理 ) 作 为 动态 规划 的 理论 基础 。 用 它 去 解决 许多 决策 过 程 的 优化 问 
题 。 长 期 以 来 ,许多 动态 规划 的 著作 都 用 “依据 最 优化 原理 , 则 有 ……” 的 提 法 去 处 理 决 策 
过 程 的 优化 问题 。 人 们 对 用 这 样 的 一 个 人 简单 的 原理 作为 动态 规划 方法 的 理论 根据 很 难 理 
解 。 的 确 如 此 ,实际 上 ,这 提 法 是 给 用 动态 规划 方法 去 处 理 决 策 过 程 的 优化 问题 披 上 神秘 
的 色彩 ,使 读者 不 能 正确 理解 动态 规划 方法 的 本 质 。 

下 面 将 介绍 “动态 规划 的 最 优 性 原理 ”的 原文 含义 。 并 指出 它 为 什么 不 是 动态 规划 的 
理论 基础 ,进而 揭示 动态 规划 方法 的 本 质 。 其 理论 基础 是 “最 优 性 定理 ”。 

动态 规划 的 最 优 性 原理 :“ 作 为 整个 过 程 的 最 优 策 略 具 有 这 样 的 性 质 : 即 无 论 过 去 
的 状态 和 诀 策 如 何 , 对 前 面 的 决策 所 形成 的 状态 而 言 , 余 下 的 诸 决 策 必 须 构 成 最 优 策略 。” 
向 言 之 ,一 个 最 优 策 略 的 子 策 略 总 是 最 优 的 。 

但 是 , 随 着 人 们 深入 地 研究 动态 规划 ,逐渐 认识 到 : 对 于 不 同类 型 的 问题 所 建立 严格 
定义 的 动态 规划 模型 ,必须 对 相应 的 最 优 性 原理 给 以 必要 的 验证 。 就 是 说 ,最 优 性 原理 不 
是 对 任何 决策 过 程 都 普遍 成 立 的 ; 而 且 “ 最 优 性 原理 ”与 动态 规划 基本 方程 ,并 不 是 无 条 
件 等 价 的 ,两 着 之 间 也 不 存在 确定 的 理 售 关系 。 可 见 动态 规划 的 基本 方程 在 动态 规划 的 
理论 和 方法 中 起 着 非常 重要 作用 。 而 反映 动态 规划 基本 方程 的 是 最 优 性 定理 , 它 是 策略 
最 优 性 的 充分 必要 条 件 ,而 最 优 性 原理 仅 仪 是 策略 最 优 性 的 必要 条 件 , 它 是 最 优 性 定理 的 
推论 。 在 求解 最 优生 上 略 时 ,更 需 要 的 是 其 充分 条 件 。 所 以 ,动态 规划 的 基本 方程 或 者 说 最 
优 性 定理 才 是 动态 规划 的 理论 基础 。 

动态 规划 的 最 优 性 定理 : 设 阶 段 数 为 n 的 多 阶段 决策 过 程 ,其 阶段 编号 为 

R 一 0,1 ,7 一 外 


a 
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允许 策略 po,a-1 王 (uo ,Ur ，… ,Un-1) 为 最 优 束 略 的 充 要 条 件 是 对 任意 一 个 
0 二 上 < 二 下 一 1 和 so EE So 


革 (so » Po,n—1 ) = opt LW i En » Po,k—1l ) 十 


po,a—1 Pon—1‘0) 


,Vn SE i (7-2) 


opt 
Pr,n—1 SS Pe,n—1 Sn 


式 中 p61 二 (por-19pan-1) S54 二 Te-1(5t-19Ur-1), 它 是 由 给 定 的 初始 状态 s。 和 子 策 上 略 
po 所 确定 的 上 段 状态 。 当 是 效益 图 数 时 ， opt 取 max; 一 是 损失 函数 时 ,opt 
取 min 。 

证 明 必要 性 ; 设 po,,-1 是 最 优 策略 , 则 

Vo,n—1 (so » po,n—1) — opt (Wn ; Posn—1) } 


Po n—1 EC Po,n—1cs,) 


= opt | (so » Po,k—] ) = (sh » Pn—1 ) |} 


Po,n—1 SE Po,n—1(s0) 
但 对 于 从 至 一 1 阶段 的 子 过 程 而 言 , 它 的 总 指标 取决 于 过 程 的 起 始点 
5 一 Ti(Cs -ia -I) 和 子 案 略 如: 
而 这 个 起 始点 si 是 由 前 一 段子 过 程 在 子 策略 po,s-1 下 而 确定 的 。 
因此 ,在 策略 集合 po,,-1 上 求 最 优 解 ,就 等 价 于 先 在 子 策 略 集合 加 Cs) 上 求 最 优 
解 ,然后 再 求 这 些 子 最 优 解 在 子 策 上 略 集合 po,i-1(5o) 上 的 最 优 解 。 故 上 式 可 写 为 
Wr- a Cs ho dO opt { opt Yo (so » po,s—1) i 


Pop—1 -Pop—1 So? Pen—l Phen—l Sh 
Vt | 
但 插 号 内 第 一 项 与 子 末 略 pi,,-1 无 关 , 故 得 
Vo (se oPo,a-12} CO— Opt {Vo,s—1 (so s Pos—1) TT 
Po,p—1 Po,k— ls0 ) 
opl Vai CS SEL 
Pr,n—1 Eph,n—1(s,) 
充分 性 . 过 一 (而 0 一; » Pk,n—1 ) 为 任 一 策略 3 为 由 (so » Po,g—1 ) 所 确定 的 k 了 上 段 
的 起 始 状态 。 则 有 


二 加 村 上 
Be i 
在 这 里 记号 “二 ”的 含义 是 ; 当 opt 表示 max 时 就 表示 “和 过”, 当 opt 表示 min 时 就 表示 
Ce 因此 , 式 (7-2) 为 
Voa—i Cs 于 机 人 由 二 Ve Tt po Ve 1 Csi i) 
Vo,s1(s0 » po,s—1) 二 ut 

Ppsn—l Dn—l Ch 
<< 


opt (Vom—r Cow Bog=11 


Po,a—1 Po,r—1(0) 


opt We 


EE 


— Vo,n—] (so # Bon ) 
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故 只 要 pon-1 使 式 (7-2) 成 立 ; 则 对 任 一 生 略 Po,n—!1 ,都 有 
NY 

因为 , po,-1 是 最 优 策略 。 证 毕 。 

推论 ” 若 允 许 策 略 po,-1 是 最 优 策略 , 则 对 任意 的 ,0 二 二 n 一 1, 它 的 子 策略 pi。-i 
对 于 以 区 三 人 -Ga iD) 为 起 点 的 & 到 2 一 1 子 过 程 来 说 , 必 是 最 优 策略 (注意 : & 阶 
段 状态 ss 是 由 s。 和 po 一: 所 确定 的 ) 。 

证 明 用 反 证 法 。 

右 加 1 不 是 最 优 策略 , 则 有 

Wa opt Vn (Coy SE) 


Pan—l E Pen—1(se ) 
此 处 记号 “过” 是; 当 opt 表示 max 时 表示 “二”; 当 opt 表示 min 时 表示 “> 全 ”。 因 而 
We (so » Po,n—1 Wp (so 5 而 0 一 和 ( Sk » Ph,n—1 ) 
ed (C35 » Po,k—1l ) 和 opt ee ( je * Pi,n—1 ) } 


证 
全 的 入 区 


opt Cn Ot Ve 
po,a—1 Po,r—1's0) Pen—l1 FR,n—1 sR 


故 与 以 上 定理 的 必要 性 矛盾 。 证 毕 。 

此 推论 就 是 前 面 提 到 的 动态 规划 的 “最 优 性 原理 ”。 它 仅仅 是 最 优 策略 的 必要 性 。 从 
最 优 性 定理 可 以 看 到 ; 如 果 一 个 决策 问题 有 最 优 策略 , 则 该 问题 的 最 优 值 函 数 一 定 可 用 
动态 规划 的 基本 方程 来 表示 ,反之 亦 真 。 这 是 该 定理 为 人 们 用 动态 规划 方法 去 处 理 决 策 
问题 提供 了 理论 依据 和 指明 方法 ,就 是 要 充分 分 析 决 策 问题 的 结构 ,使 它 满足 动态 规划 的 
条 件 , 正 确 地 写 出 动态 规划 的 基本 方程 。 


7.4 ”动态 规划 和 和议 态 规 划 的 天 系 


动态 规划 .线性 规划 和 非 线性 规划 都 是 属于 数学 规划 的 范围 ,所 研究 的 对 象 本 质 上 都 
是 一 个 求 极 值 的 问题 ,都 是 利用 迭代 法 去 逐步 求解 的 。 不 过 ,线性 规划 和 非 线 性 规划 所 研 
究 的 问题 ,通常 是 与 时 间 无 关 的 , 故 又 称 它们 为 静态 规划 。 线 性 规划 迭代 中 的 每 一 步 是 就 
问题 的 整体 加 以 改善 的 。 而 动态 规划 所 研究 的 问题 是 与 时 间 有 关 的 , 它 是 研究 具有 多 阶 
段 决策 过 程 的 一 类 问题 ,将 问题 的 整体 按时 间或 空间 的 特征 而 分 成 若干 个 前 后 衔接 的 时 
空 阶段 ,把 多 阶段 决策 问题 表示 为 前 后 有 关联 的 一 系列 单 阶段 决策 问题 ,然后 逐个 加 以 解 
决 ,从 而 求 出 了 整个 问题 的 最 优 决 策 序列 。 因 此 ,对 于 某 些 静态 的 问题 ,也 可 以 人 为 地 引 
入 时 间 因 素 ,把 它 看 做 是 按 阶段 进行 的 一 个 动态 规划 问题 ,这 就 使 得 动态 规划 成 为 求解 某 
些 线性 、 非 线性 规划 的 有 效 方法 ， 

由 于 动态 规划 方法 有 逆序 解法 和 顺序 解法 之 分 ,其 关键 在 于 正确 写 出 动态 规划 的 弟 
推 关系 式 , 故 递 推 方 式 有 逆 推 和 顺 推 两 种 形式 。 一 般 地 说 ,当初 始 状 态 给 定时 ,用 道 推 比 
较 方便 ; 当 终 止 状态 给 定时 ,用 顺 推 比较 方便 。 
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考查 如 图 7-6 所 示 的 n 阶段 决 扫 过程。 


决 第 x 此 下 Nn 
状态 s] 82 Sk SUH1 二 Sn 1 
| 
效 答 TS X1) RS XE) ER 党 
图 7-6 


其 中 取 状 态 变 量 为 S31 ?029 9941 3 决策 变量 为 十 1929 no 在 第 kk 阶段 ,决策 Ey 使 状 
人 态 ss( 输 入 ) 转 移 为 状态 w+li( 输 出 ), 设 状态 转移 图 数 为 
SI 一 了 TGS k=1,2,,n 
假定 过 程 的 总 效益 (指标 图 数 ) 与 各 阶段 效益 (阶段 指标 图 数 ) 的 关系 为 
We iy 
其 中 记号 “x ”可 都 表示 为 “十 ?或 者 都 表示 为 “X”。 问 题 为 使 wi, 达 到 最 优化 , 即 求 opt 
Vi ,为 简单 起 见 , 不 妨 此 处 就 求 max Vi,。。 


7.4.1 逆 推 解法 

设 已 知 初始 状态 为 5 ,并 假定 最 优 值 函 数 广 Cs) 表 示 第 上 阶段 的 初始 状态 为 se, 从 大 
阶段 到 ”阶段 所 得 到 的 最 大 效益 。 

从 第 阶段 开始 , 则 有 


Fs = ri 
z ED (ts) 


其 中 D, (s,) 是 由 状态 s, 所 确定 的 第 n 阶段 的 允许 决策 集合 。 解 此 一 维 极 值 问 题 ,就 得 到 
最 优 解 xz, 一 xz, (s, ) 和 最 优 值 f(s,) ,要 注意 的 是 ,车 D,(s,) 只 有 一 个 决策 , 则 x, E€ D, (Gs,) 
就 应 写成 x, 一 工 (s,)。 

在 第 n 一 1 阶段 ,有 


证 (sn—12 二 IT1adX [ Eg 和 eC | 
= | Cs ) 


| 


其 中 5, 二 T,_1(s,-1,Tn-1); 解 此 一 维 极 值 问题 ,得 到 最 优 解 x,-1 二 zx-1(5,-1) 和 最 优 值 
Ry ii 
在 第 & 阶段 ,有 


felsi)= max [ wa (sa 3 Ti) x fet1lset1) | 
Xp D, (Cs,) 


其 中 号 上 十 1 -0 本 a 解 得 最 优 解 zs 二 Xx (si) 和 最 优 值 flse) 9 
如 此 类 推 ,下 到 第 1 阶段 ,有 
its)= max [ws ,x1) ¥ folso) | 


z ED (s1) 
其 中 so— ils sr)s 解 得 最 优 解 TX1 Tl (si1) 和 最 优 值 fi (5 hs 
由 于 初始 状态 wm 已 知 , 故 zi 二 zx1(51) 和 f(s1) 是 确定 的 ,从 而 ss 二 TT (51,x1) 也 就 可 
确定 ,于 是 zs 二 zz(ss) 和 f(ss) 也 就 可 确定 。 这 样 ,按照 上 述 递 推 过 程 相反 的 顺序 推算 下 
去 ,就 可 逐步 确定 出 每 阶段 的 决策 及 效益 。 


例 7-3 用 逆 推 解法 求解 下 面 问 题 
max eC— .TTT 


rh 本 i (c=0) 


Tcl dC—1y2y3 

解 ” 按 问题 的 变量 个 数 划 分 阶段 ,把 它 看 做 为 一 个 三 阶段 决策 问题 。 设 状态 变量 ， 
s1s52，583954; 并 记 51 二 cc; 取 问 题 中 的 变量 zx ,zz zs 为 决策 变量 ; 各 阶段 指标 函数 按 乘 积 
方式 结合 。 令 最 优 值 妇 数 f(s) 表示 为 第 & 阶段 的 初始 状态 为 5 ,从 阶段 到 3 阶段 所 
得 到 的 最 大 值 。 

全 3 一 $3 a 一 $2 号 了 Ti = 人 一 站 
则 有 工 3 一 83 De a 
于 是 用 逆 推 解法 ,从 后 加 前 依次 有 

Pg (x3) 二 ss 及 最 优 解 zy 二 $s， 


f(ss)= max | zi" 证- max | rs 一 | 一 :max hs(ss si) 


RE i 0 < 
由 全 一 2 一 3ZX2 二 0, 得 zs = 和 [es 一 区 舍 去 ) 
又 和 从 一 25 一 6za ,而 全 各 | 32, 一 一 232 二 0, 故 zx, 一 到 为 极 大 值 点 。 
所 以 户 (ss) 一 芳 呈 及 最 优 解 z 一 二 

fi te en [ee f(s2) | 一 es |™ (5 一 2 

一 二 (s1 1) 

像 前 面 一 样 利 用 微分 法 易 知 x? = 
故 f(s ) = 


由 于 已 知 5 二 cc, 因而 按 计 算 的 顺序 反 推算 ,可 得 各 阶段 的 最 优 决 策 和 最 优 值 。 
“i 
mC— es fe) Gd. 


4 
由 
sz = $1 —X1 一 ( ey 
4 4 
所 以 
1 二 全 二 地， f(s2) 16 
由 
$3 — $2 — XTX 二 ER 
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所 以 
有 fa [5 CO 
i 2 a 1 wy 
因此 得 到 最 优 解 为 Tc? Th 8 一 下 
最 大 值 为 max sx 一 广 (O) 一 二 


7. 4. 2 顺 推 解法 


设 已 知 终止 状态 s+1 ,并 假定 最 优 值 陨 数 f(s) 表 示 第 k 阶段 末 的 结束 状态 为 s, 从 1 
阶段 到 阶段 所 得 到 的 最 大 收益 。 

已 知 终止 状态 s,+1 用 顺 推 解法 与 已 知 初 始 状 态 用 逆 推 解法 在 本 质 上 没有 区 别 , 它 相 
当 于 把 实际 的 起 点 视 为 终点 ,实际 的 终点 视 为 起 点 ,而 按 逆 推 解法 进行 的 。 换 言 之 ,只 要 
把 图 7-6 的 衔 头 倒转 过 来 即 可 ,把 输出 sr 看 做 输入 ,把 输入 s 看 做 输出 ,这 样 便 得 到 顺 
推 解法 。 但 应 注意 ,这 里 是 在 上 述 状 态 变 量 和 决策 变量 的 记 法 不 变 的 aa Ka 
而 这 时 的 状态 变换 是 上 面 状态 变换 的 逆 变 换 , 记 为 $4 二 Ti (Core);i 从 运算 而 言 ， 
由 si 和 x 而 去 确定 sx 的 

从 第 1 阶段 开始 ,有 

fi1i(sz) = ee na 


x DI( 


解 得 最 优 解 zx 二 x1(s; ) 和 最 优 值 f1(s;)。 帮 Di (ss ) 只 有 一 个 决策 , 则 zi ED (ss) 就 写 
成 zi 一 
在 第 2 阶段 ,有 
Ja max ,Lv Css :| 


式 中 号 3 > ($3 ,Ts ) , 解 得 最 优 解 Ta 六 ) 和 最 优 值 fz (xs) o 


fn (sn+1) = InNaX | i $d . Fe | 
ED 二 1 


其 中 光一 T (sz)。 解 得 最 优 解 x, 一 zx, (5,412 和 最 优 值 f(s,41)。 

由 于 终止 状态 w+i 是 已 知 的 , 故 zx, 二 zr(snt1) 和 f(ss+1) 是 确定 的 。 再 按 计算 过 程 
的 相反 顺序 推算 上 去 ,就 可 逐步 确定 出 每 阶段 的 决策 及 效益 。 

应 指出 的 是 ,大 将 状态 变量 的 记 法 改 为 ,sy ,决策 变量 记 法 不 变 , 则 按 顺 序 解 
法 ,此 时 的 最 优 值 隐 数 为 fi(s;)。 因 而 ,这 个 符号 与 逆 推 解法 的 符号 一 样 ,但 含义 是 不 同 
的 ,这 里 的 s 是 表示 有 & 阶段 末 的 结束 状态 。 

例 7-4 将 例 7-3 用 顺 推 解法 解 之 。 

解 议 3S4 一 [9 令 最 优 值 图 数 Fn si ) 表 示 第 k 除 段 末 的 经 吉 束 状态 为 当中 十 1 ;从 l 阶段 
到 阶段 的 最 大 值 。 


议 32 ~ TL] » S$2 十 zxs 二 $3 » $3 Ta 一 sa 于 


第 .了 一 太 0 上 | FA 
第 7 章 ”动态 规划 1 


则 有 王 1T 一 0 过 T 过 3， 0 夺 Ts 
于 是 用 顺 推 解法 ,从 前 向 后 依次 有 


fi(ss)—=max (x1) = ss 


及 最 优 解 zr 二 3;。 
9 一， max Loaf eed = Max | 十 一 站] 一 2 


及 最 优 解 Wy = o 


{r= marx [vstftsd (= mar [zs D7 i [i 


re S 史 0xry < 


及 最 优 解 x? 一 地 ss。 


由 于 已 知 s4 一 c, 故 易 得 到 最 优 解 为 zi 一 工 co 过 J 一 了 c; 相应 的 最 大 值 为 


] 
max zz 一 一 人 
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现在 再 考虑 若是 已 知 初始 状态 $1 二 c, 将 例 7-3 用 顺 推 解法 又 如 何 进行 呢 ? 

因 这 时 的 状态 转移 好 数 为 s, = 二 s@ 141 十 xis 中 二 1,2,3。 为 了 保证 决策 变量 非 负 ,必须 有 
骂人 
因此 , 妈 Xl 十 $2 二 $1 二 Cc， es ee 
则 有 ey i ye 

We 
于 是 用 顺 推 解法 ,从 前 向 后 依次 有 
0 max x (ZT1) 一 一 下 友 居 人 己 、 一 EE 一 各 


ja 一 max Ea ,Max | Es Ces | 


x 安 < 一 弛 TD 一 1 
4 i . 
a7(¢ 一 二 及 最 优 解 2 te — $3) 


(m= max [rfyts)]— max ENEAGED 一 za) 


0r, 3 0 es 


j 一， 
pac hg 和 及 最 优 解 一 a 


由 于 终止 状态 54 不 知道 , 故 须 再 对 54 求 一 次 极 值 , 即 


[ee — 4 ) 


Ws ta es ve 2 
然 , 只 有 当 5 二 0 时 ,fs(s4) 才 能 达到 最 大 但 。 然 后 按 计 算 顺 序 反 推算 可 求 出 各 阶段 的 
最 优 决策 及 最 优 值 。 最 后 得 到 最 优 解 为 z? 一 了 ,xz 一 cozs 一 了 c; 最 大 值 为 
max z 一 f;(0)= oe 
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gr 


注意 ” 硅 记 状态 变量 为 ,siyy,s, 取 一 c; 决策 变量 记 法 不 变 ; 令 最 优 值 郴 数 
fi (ss) 表 示 第 阶段 末 的 结束 状态 为 54, 从 1 阶段 到 阶段 的 最 大 值 , 则 按 顺 推 解法 ,从 
前 问 后 依次 为 
fi max (i 


去] 一 《一 | 


fz (32) 一 INaAx | fC | 


0ry Ec— So 


f3(53) Inax [rs fs C32) 
St 祥 < 一 $9 
例 7-5 用 动态 规划 方法 解 下 面 问题 
max F—=4zxi—Zxi 十 2x3 十 12 


TO0, i=1,2,3 

解 ” 按 问题 中 变量 的 个 数 分 为 三 个 阶段 。 设 状态 变量 为 so ,s,s5z，,ss, 并 记 5 三 9; 取 
zlyzayzs 为 各 阶段 的 决策 变量 ; 各 阶段 指标 函数 按 加 法 方式 结合 。 令 最 优 值 晴 数 f(s) 
表示 第 阶段 的 结束 状态 为 51, 从 1 阶段 至 有 阶段 的 最 大 值 ，。 

议 re—ss J 
则 有 de a 
于 是 用 顺 推 方 法 ,从 前 癌 后 依次 有 

万 (一 max i 及 最 优 解 xz 5 


zt] 一 5 /3 9 
4 
fs (ss = de = -是 5 二胡 (31 )]= max | 一 To (ss 272 yr | 


一 INaAxX hs 号 了 


dhs _14 16 


因 该 点 不 在 允许 决策 集合 内 , 故 无 须 判 别 。 因 而 hi (si ,zs) 的 最 大 值 必 在 两 个 端点 上 
2 32 | 
而 凡人 一 qs A ] 


Dy h, (ss ,ZX ) 的 最 大 值 点 在 -< 业 2 二 0 处 , 故 得 到 fs ( 82 ) 一 全 及 相应 的 最 优 解 zz2 一 
fs3(s;) = InaX | 2x3 F122) | 


0 ra sg 
一 ‘miax ir (ss C— X33) |= max hs (ss »T3) 
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dh 44 | 四 
中 dt, 9 3 0 3 
解 得 
2 
Nr 3 

d:h; 44 
. do 0 
故 该 点 为 极 小 值 点 。 
而 hs(0) 一 全 呈 十 12， hs(ss) 二 2 吕 十 12 


故 hs (ss ,zs) 的 最 大 值 点 在 zs 一 ss 处 ,所 以 得 六 (zs) 王 2 十 12 及 相应 的 最 优 解 zy 一 sa 。 
由 于 ss 不 知道 , 故 须 再 对 ss 求 一 次 极 值 , 即 
0 
显然 , 当 s 一 9 时 f(s;) 才 能 达到 最 大 什 。 所 以 有 1 (9) 二 2X9 十 12 二 174 为 最 大 值 ，。 
再 按 计算 的 顺序 反 推 算 可 求 得 最 优 解 为 x? 二 0,x2 一 0,zs 一 9; 最 大 值 为 
max F=f1(9)=174 
注意 


(1) 耕 先 作 代 换 , 令 V1 — "V2 — 2 s VY3 一 工 3 ,将 厚 问 题 变 为 
max 一 合并 一 了 总 十 2 十 12 
yy Ty 


wis TT 
再 解 此 问题 ,然后 换 回 zx; 也 可 以 。 
(2) 在 计算 hh, 和 有 的 最 大 值 中 , 若 学 习 了 凸 函 数 的 性 质 , 也 可 利用 凸 函 数 的 性 质 来 
确定 最 大 值 。 


7.4.3 动态 规划 的 计算 框图 


在 实际 问题 中 ,函数 序列 户 (s) 往 往 不 能 表示 为 解析 形式 ; 状态 变量 ss 和 决策 变量 
Zz 即使 是 离散 的 ,其 集合 也 很 大 。 这 样 , 求 fi (ss) 和 最 优 策 略 的 数 伸 解 计算 量 就 很 大 ,一 
般 要 用 计算 机 来 解决 。 

下 面 讨 论 逆序 解法 的 友人 代 计算 程序 。 由 于 始 端 可 能 是 目 由 状态 或 固定 状态 两 种 情 
况 ,终端 也 可 能 是 目 由 状态 或 固定 状态 两 种 情况, 因而 组 合 起 来 就 有 四 种 情况 。 这 里 , 仅 
讨论 终端 自由 而 且 始 端 自由 或 固定 的 两 种 情况 的 计算 框图 。 至 于 终端 固定 的 情况 框图 类 
似 , 就 不 讨论 了 。 

为 明确 起 见 ,假设 : 决策 变量 zx 是 连 变数 ,允许 决策 集合 Di (Cs ) 是 实数 集合 ; 
状态 变量 s; 也 是 连续 实 变数 ， aii Si 的 实数 团 区 间 是 [si ;ss 4 ,对 于 始 端 固 


173 


pe 运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


定 的 状态 变量 ,各 段 可 达 状 态 集合 4 的 实数 闭 区 间 是 [si ,3]。 在 计算 前 , 先 要 把 w 离散 
4 为 此 ， 要 选 好 适当 的 增 量 As, 在 第 k 段 , 计 算 将 在 点 列 {s | ;Ss me As} 上 
进行 ,其 中 ms 是 满足 


本 十 7 As< 巡 SS, 去 9S， 二 ( 77 十 1)Axs 


的 正 整数 。 
根据 一 般 的 逆序 动态 规划 的 基本 方程 : 
on 
Ci ge Jovi ie, R 一 1 2 1 


其 中 5 一 Ts 且 当 5 国定 时 ,ES 当 5 目 由 时 ,ES 。 因 而 可 得 动态 规划 
的 逆序 解法 计算 程序 框图 ( 见 图 7-7) ,下面 对 框图 作 几 点 说 明 。 

(1) 图 7-7 中 ,左边 部 分 是 指标 图 数 序列 { 户 Cs) 的 递 推 计 算 , 它 是 逆序 的 , 即 & 由 守 逐 
步 减少 到 1; 右边 部 分 是 最 优 决 策 序列 {xx } 的 弟 推 计算 ,人 它 是 顺序 的 , 即 由 1 逐步 增 大 到 n。 


k=n f1=0pt fi(s1)=As1) 


(1)s 1=3_ 1 | (2)s i 


JuSi=opt{U(Se, Xtfen [Ts 
Lk 
(Sb xD] }=Ur(SE, XE A 1(S Et1) 


存储 f(sD 和 xi(si) | 读 出 xi(sD) 
输出 到 SEE xs 人 


SHI 一 区 SP XE) 
是 


逆 厅 求 取 优 值 fi(s1) 顺序 求 si x 
图 7-7 动态 规划 道 序 解 法 计算 程序 框图 
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(2) 石 实际 问题 要 求 的 不 只 是 整个 过 程 的 最 优 解 ,而 且 要 求 出 从 各 段 出 发 的 最 优 策 
略 和 最 优 值 。 则 在 程序 中 ,对 每 一 & 段 ,计算 完 廊 (s0 和 zx) 后 驶 可 得 出 ,如 网 中 的 虚 
线 所 示 。 如 不 需要 得 出 w% ,可 把 右边 部 分 框图 取消 。 

(3) 框图 中 包含 由 固 定 始 端 迄 目 由 始 端 两 种 情况 。 它 们 的 区 别 是 ,左边 部 分 输入 
数据 不 同 ,右边 部 分 在 所 有 目 由 始 奖 情 况 下 ,还 需 多 求 一 次 最 优 值 计算 。 

(4) 因 户 + Cs+i) 只 在 计算 & 段 时 有 用 ,到 & 一 1 段 就 没 用 了 。 故 在 计算 段 时 ， 
所 (Gi) 都 要 和 邦人 内存, 在 计算 一 1 段 时 ,可 用 fCGsi) 把 六 Cs ) 竺 换 反 。 转 数 zi Cs) 
在 左边 部 分 计算 出 来 后 不 要 用 ,可 送 入 外 存 。 在 右边 部 分 求 {xx } 宕 用 时 ,再 依 上 的 序列 
将 x 由 外 存 移 和 人 内 存 。 

(5) 在 计算 fi (G51) 时 ,si 在 点 列 上 取 值 ,对 于 

点 二 了 
和 

不 一 定 在 si+1 的 点 列 中 ,这 时 ,必须 选择 适当 的 内 插 公 式 , 由 六 + CD) 在 点 列 上 的 值 求 
它 在 点 3+1 上 的 值 。 

逆序 解法 计算 程序 框图 : 由 固 定 始 端 ; 包 目 由 始 端 。 

最 后 应 指出 的 是 ,在 这 节 里 运用 递 推 基 系 逐 步 求 出 极 值 图 数 户 (C) ,f(s5) 及 相应 
的 决策 国 数 riGs) ,… ,x4(3) ,这 是 一 种 通过 困 数 值 不 断 的 友 代 过 程 , 而 逐步 达到 最 优 值 ， 
通常 称 为 函数 空间 和 迭代 法 。 这 种 迭代 方法 ,不 仅 对 像 例 7-1 那样 阶段 数 为 确定 有 限 值 的 
定期 多 阶段 决策 过 程 有 效 , 而 且 , 对 在 实际 问题 中 ,出 现 的 动态 规划 基本 方程 ,不 是 一 个 递 
推 方程 ,而 是 为 某 嫂 数 的 沁 畏 方程 , 那 种 阶段 数 为 有 限 但 不 固定 的 不 定期 多 阶段 决策 过 程 
或 阶段 数 为 无 限 ( 或 很 大 ) 的 无 期 多 阶段 决策 过 程 也 是 一 种 重要 的 求解 方法 。 还 有 对 解 上 
述 两 类 过 程 比 钠 数 空间 秋 代 法 的 收敛 速度 要 快 些 的 策略 空间 迭代 法 。 子 数 空间 壕 代 法 和 
末 略 空间 迭代 法 是 动态 规划 求解 不 定期 或 无 期 的 多 阶段 决策 过 程 的 两 种 重要 方法 。 由 于 
篇 幅 有 限 , 这 里 就 不 介绍 了 。 


7.5 动态 规划 应 用 举例 


7.5.1 一 维 资源 分 配 问题 


所 谓 分 配 问 题 , 就 是 将 数量 一 定 的 一 种 或 寿 干 种 资源 (例如 原材料 、 资 金 、 机 如 设备 、 
雾 力 、 食 品 等 等 ) , 怡 当地 分 配给 磊 干 个 使 用 者 ,而 使 目标 图 数 为 最 优 。 
设 有 某 种 原料 ,总 数量 为 a, 用 于 生产 种 产品 。 夺 分配 数 量 x; 用 于 生产 第 i 种 产 
品 ,其 收益 为 g;(x;)。 问 应 如 何 分 配 , 才 能 使 生产 种 产品 的 总 收入 最 大 ? 
此 问题 可 写成 静态 规划 问题 
mAax SO— g(r TT Elrs)T mT g(r) 
ee ek ee ee i de 


TX 二 0， 1 二] 2, ,nn 
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一 个 非 线性 规划 问题 。 但 当 比较 大 时 ,具体 求解 是 比较 厅 烦 的 。 


程 变 


到 的 
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当 gi;(xi) 虱 是 线性 函数 时 , 它 是 一 个 线性 规划 问题 当 gi(zi) 是 非 线 性 函数 时 , 它 是 


然而 ,由 于 这 类 问题 的 


结构 ,可 以 将 它 看 成 一 个 多 阶段 决策 问题 ,并 利用 动态 规划 的 递 推 关 系 来 求解 。 


在 应 用 动态 规划 方法 处 理 这 类 “ 议 态 规划 ”问题 时 , 通 第 以 把 资源 分 配给 
使 用 者 的 过 程 作为 一 个 阶段 ,把 问题 中 的 变量 zx; 选 为 决策 变 


化 的 量 选 为 状态 变量 。 


设 状 态 变 量 s 表示 分 配 用 于 生产 第 & 种 产品 至 第 n 种 产品 的 原料 数量 。 


决策 变量 Uk 表示 分 配给 生 生产 5 种 产品 HH 的 原料 数 , 即 于 
状态 转移 方程 
允许 决策 集合 


ss} CO— { tes | } 


一 个 或 几 个 
` 量 ,将 办 计 的 量 或 随 递 推 过 


令 最 优 仁 商 数 fi (si) 表 示 以 数量 为 5 的 原料 分 配给 第 & 种 产品 至 第 n 种 产品 所 得 


最 大 总 收入 。 因 而 可 写 出 动态 规划 的 逆 推 关系 式 为 
fi (si) 一 二 LE Ea kn—1,**…,] 


【Ps 一 maxg (zr,) 
TT 


利用 这 个 递 推 关系 式 进 行 逐 段 计 算 ,最 后 求 得 六 (a) 即 为 所 求 问题 的 最 大 总 收入 。 
例 7-6 某 工 业 部 门 根 据 国 家 计划 的 安排 , 拟 将 某 种 高 效率 的 设备 五 台 , 分 配给 所 属 
的 甲 、 乙 两 三 个 工厂 ,各 工厂 若 获 得 这 种 设备 之 后 ,可 以 为 国家 提供 的 赢利 如 表 7-1 


所 示 。 
表 7-1 某 工 业 部 门 设备 高 效 利 用 赢利 表 
设备 台数 

丙 
0 0 
] 4 
2 6 
3 11 
4 12 
5 让 

9] : 台 设 备 如 何 分 配给 各 工厂 ,才能 使 国家 得 到 的 电 利 最 大 ? 


解 ec 忆 办 三 个 工厂 务 别 编号 为 1 203: 


设 ss 表示 为 分 配给 第 kk 个 工厂 至 第 nn 个 工厂 的 设备 台数 。 
x 表示 为 分 配给 第 个 工厂 的 设备 台数 ，。 


万 元 
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则 si+1 二 $4 一 zs 为 分 配给 第 有 十 1 个 工厂 至 第 n 个 工厂 的 设备 台数。 
Pi (xi) 表示 为 x 台 设 备 分 配 到 第 个 工厂 所 得 的 顾 利 仁 。 
六 (Cs 表示 为 人 台 设 备 分 配给 第 & 个 工厂 至 第 对 个 工厂 时 所 得 到 的 最 大 顾 利 值 。 
因而 可 写 出 逆 推 关系 式 为 
| 


Fa ( 4 ) —0 
下 和 面 从 最 后 一 个 阶段 开始 向 前 逆 推 计算 ，。 


第 三 阶段 : 
设 将 ss 台 设 备 (ss 二 0,1,2,3,4,5) 全 部 分 配给 工厂 丙 时 , 则 最 大 赢利 值 为 
fs(s3)—max [| 
“ 


其 中 了 3 一 93 一 0, ,2 9 » 4 yo 


因为 此 时 只 有 一 个 工厂 ,有 和 多少 台 设备 就 全 部 分 配给 工厂 丙 , 故 它 的 筷 利 值 就 是 该 段 


的 最 大 顾 利 值 。 其 数 全 计算 如 表 7-2 所 示 。 


表 7-2 
TT TY Ts 
0 0 
1 4 1 
2 
3 11 3 
4 1 4 
5 12 5 


表 中 zy 表示 使 f;(s;) 为 最 大 值 时 的 最 优 决 策 。 
第 二 阶段 : 


设 把 ss 台 设 备 (s 一 0,1,2,3,4,5) 分 配给 工厂 乙 和 工厂 办 时 , 则 对 每 个 sz 值 , 有 一 种 


最 优 分 配方 案 ,使 最 大 顾 利 值 为 
fo) Oia|LP, (Cm) f(s — Tr) | 


其 中 T0123sdso 


因为 给 乙 工 厂 za 台 , 其 恬 利 为 P(x ) ,余下 的 ss 一 zz 台 就 给 两 工厂 , 则 和 它 的 最 利 最 
大 值 为 fs La 现 要 选择 -二 的 值 ,使 P, rs -gs ) 取 最 大 值 。 其 数值 计算 如 


表 717-3 所 示 ，。 
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Py (xo) TT fa (sz — ZX2) 


0 
局 0 
] 1 
2 2 
3 11 十 必 区 
4 11 十 4 jy2 
9 11- 二 6 下 于 看 2 
设 把 s 台 ( 这 里 只 有 ss 一 5 的 情况 ) 设 备 分 配给 甲 、 乙 .两 三 个 工厂 时 , 则 最 大 属 
利 值 为 
sth, 一 了 8 其 [IP (Fi Ee | 
其 中 i 
因为 给 甲 工厂 x 合 ， pei Pi (zi), 剩 下 的 5 一 zi 台 就 分 给 己 和 再 两 个 工厂 , 则 
它 的 局 利 最 大 但 为 并 3 站 全 一 还 。 现 要 选择 | 值 ， 使 Pj (xz) 十 fi(5 一 zi) 取 最 大 但, 它 就 是 
所 求 的 总 赢利 最 大 值 ， wa 4 所 示 。 
表 7-4 
有 一 站 
5 OQ ,2 


然后 按 计 算 表 格 的 顺序 反 推 算 , 可 知 最 优 分 配方 案 有 两 个 : 
(1) 由 于 xz? 二 0, 根 据 so 二 一 zr 二 5 一 0 一 5, 查 表 7-3 知 x2; 二 2, 由 s; 二 ss 一 2 二 
5 一 2 二 3, 故 zx3 一 % 一 3。 即 得 甲 工 三 分 配 0 台 , 乙 工厂 分 配 2 人 台 , 丙 工厂 分 配 3 台 
(2) 由 于 i 二 2; 报 据 各 = 二 一 zi 一 5 一 2 二 3 查 表 7 3 知 x 一 2 由 5 一 一 ?一 
一 2 王 1, 故 zy 一 % 王 1。 即 得 甲 工厂 分 配 2 台 , 乙 工厂 分 配 2 台 , 两 工厂 分 配 1 人 台 。 
以 上 两 个 分 配方 案 所 得 到 的 总 赢利 均 为 21 万 元 。 
在 这 个 问题 中 ,如 果 原 设备 的 台数 不 是 5 台 , 而 是 4 台 或 3 台 , 用 其 他 方法 解 时 ,往往 
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要 从 头 再 算 ,但 用 动态 规划 解 时 ,这 些 列 出 的 表 仍 旧 有 用 。 只 需要 修改 最 后 的 表格 ,就 可 
人 

当 设 备 台 数 为 4 人 台 时 ,最 优 分 配方 案 为 : z 一 1,z2 一 2,zsy 一 1; 或 zz? 一 2,xz2 一 2， 
x 一 0 ,总 赢利 为 1 元 

A 3 台 时 ,最 优 分 配方 案 为 : zr 一 0,zz 一 2,zz 一 1, 总 赢利 为 14 万 元 。 

这 个 例子 是 决策 变量 取 离 散 值 的 一 类 分 配 问 题 。 如 销售 店 分 配 问 题 ,投资 
分 配 问题 , 货 者 物 分 配 问 题 等 等 , 均 属 于 这 类 分 配 问 题 。 这 种 只 将 资源 合理 分 配 不 考虑 回收 
的 问题 ,又 称 为 资源 平行 分 配 问 题 。 

在 资源 分 配 问 题 中 ,还 有 一 种 要 考虑 资源 回收 利用 的 问题 ,这 里 决策 变量 为 连续 值 ， 
故 称 为 资源 连续 分 配 问题 。 这 类 分 配 问题 一 般 叙 述 如 下 : 

设 有 数量 为 s 的 某 种 资源 ,可 投入 A 和 B 两 种 生产 。 第 一 年 车 以 数量 uw 投入 生产 
A, 剩 下 的 量 5 一 wi 就 投入 生产 B, 则 可 得 收入 为 g (wD) 十 hs 一 1) ,其 中 gC(w) 和 有 h(a) 
为 已 知 图 数 , 且 g(0) 二 (0) 二 0。 这 种 资源 在 投入 A、B 生产 后 ,年 终 还 可 回收 再 投入 生 
产 。 设 年 回收 率 分 别 为 0 二 a 二 1 和 0 二 6 二 1, 则 在 第 一 年 生产 后 ,回收 的 资源 量 合 计 为 
52 王 aww 十 b(s1 一 ww1)。 第 二 年 再 将 资源 数量 ss 中 的 ws 和 ss 一 wz 分 别 再 投入 A、B 两 种 生 
产 , 则 第 二 年 又 可 得 到 收入 为 g(wz) 十 h(ss 一 ws)。 如 此 继续 进行 n 年 ,试问 ; 应 当 如 何 决 
定 每 年 投入 A 生产 的 资源 量 忆 ,ws ，,… ,us ,才能 使 总 的 收入 最 大 ? 

此 问题 写成 静态 规划 问题 为 

六 一 十 人 一 二 人 一 
[3 =auiTb(si— ul) 
sa Cau Tb(s;— uw;) 


Sat1 — un To(s, — un) 
0 过 us 1 一 1 2) 
下 面 用 动态 规划 方法 来 处 理 。 
设 s 为 状态 变量 , 它 表 示 在 第 & 阶段 (第 & 年 ) 可 投入 A.B 两 种 生产 的 资源 量 
us 为 决策 变量 , 它 表 示 在 第 & 阶段 (第 & 年 ) 用 于 A 生产 的 资源 量 , 则 5, 一 uw 表示 用 
于 B 生产 的 资源 量 。 
状态 转移 方程 为 sg+1— Ou Th(ss— us) 
最 优 值 函 数 fi (si) 表 示 有 资源 量 5 ,从 第 & 阶段 至 第 n 阶段 采取 最 优 分 配方 案 进 行 
生产 后 所 得 到 的 最 大 总 收入 。 
因此 可 写 出 动态 规划 的 逆 推 关系 云 为 


= es {gC ) hs, —w,)) 
天 一 max (gtmwm) h(t —wm rt falam to — wy) 了 人 
0<u, <s, 


kn—1],**,2,] 
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最 后 求 出 户 (s) 即 为 所 求 问题 的 最 大 总 收入 。 

例 7-7 机 器 佰 衔 分 配 问题 。 某 种 机 各 可 在 高 低 两 种 不 同 的 便血 下 进行 生产 , 设 机 
顷 在 高 仙人 衔 下 生产 的 产量 函数 为 g= 二 8ww,; 其 中 wi 为 投入 生产 的 机 各 数量 ,年 完好 率 
a 一 0.7; 在 低 猴 荷 下 生产 的 产量 函数 为 h 二 5y, 其 中 y 为 投入 生产 的 机 器 数量 ,年 完好 率 
为 5 一 0. 9 。 

假定 开始 生产 时 完好 的 机 器 数量 s1 = 二 1 000 台 ,试问 每 年 如 何 安排 机 器 在 高 、 低 负荷 
下 的 生产 ,使 在 五 年 内 生产 的 产品 总 产量 最 高 。 

先 构 造 这 个 问题 的 动态 规划 模型 : 

设 阶 段 序 数 & 表示 年 度 。 

状态 变量 5 为 第 有 & 年 度 初 拥有 的 完好 机 顺 数 量 , 同 时 也 是 第 & 一 1 年 度 末 时 的 完好 
机 融 数 量 。 

决策 变量 wi 为 第 & 年 度 中 分 配 高 负 傈 下 生产 的 机 器 数量 ,于 是 5s 一 ui 为 该 年 度 中 分 
配 在 低 负 入 下 生产 的 机 和 寓 数 量 ， 

这 里 % 和 wi 均 取 连续 变量 ,它们 的 非 整 数值 可 以 这 样 理解 ,如 % 一 0.6, 就 表示 一 
机 器 在 & 年 度 中 正常 工作 时 间 只 占 6/10; wu 二 0.3, 就 表示 一 台 机 器 在 该 年 度 只 i 
的 时 间 能 在 高 猴 衔 下 工作 ，。 

状态 转移 方程 为 

S41 —au Tos — ww) —0,. 7us TO. 9s —wu), k=1,2,*,5 
kk 段 人 多 许 决 策 集合 为 Di (G3) 二 {ur10 夺 ww 二 54) 
设 vo (ss ,Us) 为 第 k 年 度 的 产量 , 则 
we CO Bu Tos — ww ) 

故 指 标 困 数 为 


Vi,s = 4 Ug (SE 9 Ug) 


令 最 优 值 了 数 fi (si) 表示 由 资源 量 $s 出 发 ,从 第 有 年 开始 到 第 5 年 结束 时 所 生产 的 
产品 的 总 产量 最 大 值 。 因 而 有 逆 推 关系 式 
felse)=0 
了 一 


u, €E Di (s,) 
kl1,2,3,4,5 
从 第 5 年 度 开始 , 癌 前 逆 推 计算 。 
当 & 王 5 时 ,有 
fs(ss) — es Um Dt wi Fld Tut lh D0(5e— wy]) 
“es (Ha DCm — 


— rax (3 5ss} 
0 us 安 上 5 


因 fs 是 Us 的 线性 单调 增 限 数 ; 故 得 最 大 解 Us 一 35 ,相应 的 有 三 (55) 一 855 b 
当 有 & 一 4 时 ,有 
f(ss) = InNaxXx { Bas i 一 二 半天 | {ua Ei Q(B, CO— i ) | } 


= = 


~ max {8m+T5(s0—mw) 8 0., Tut0, 9tss —w) |} 


0 = 


0 (3 6u4 Tl12.2(s4— wa ) } 
Ou, Sy 


二 一 max 坑 机 4z， 十 12. ws ) 


故 得 最 大 解 ,ze 二 5 ,相应 的 有 (C354) 二 13. 654, 依 此 类 推 ,可 求 得 

us 二 ss， 相应 的 f(s3)= 二 17. 5s; 

uz 一 0， 相应 的 六 (sz) 一 20. 8s2 

ul 一 0， 相应 的 广 (Cs) 一 23.75i 
因 si 一 1000, 故 f(s1) 二 23 700( 合 )。 

计算 结果 表明 ; 最 优 策略 为 wr 二 0,uz 二 0,us 一 s 一 sa 二 ss;， 即 前 两 年 应 把 年 
初 全 部 完好 机 规 投 入 低 负 和 倚 生 产 ,后 三 年 应 把 年 初 全 部 完好 机 需 投 入 高 负 人 向 生产 。 这 样 
所 得 的 产量 最 高 ,其 最 高 产量 为 23 700 台 。 

在 得 到 整个 问题 的 最 优 指标 图 数值 和 最 优 策略 后 ,还 需 反 过 来 确定 每 年 年 初 的 状态 ， 
即 从 始 病 回 终 问 递 推 计 算出 每 年 年 初 完好 机 各 数 。 已 知 5 二 1 000 台 , 于 是 可 得 

一 0.7z7 十 0.9(0s —ur 一 0.95 二 900( 合 ) 
5 一 0.7a 十 D.9C —nz )》 一 0.955 一 810( 侣 ) 
9 一 0.7zy 十 0.9(5: 一 zy ) 一 0.75 一 567( 侣 ) 
5 一 0.72 十 0.9(9 一 友 ) 一 0.75% 一 397( 合 ) 
se 70 Wo 

上 上 面 所 讨论 的 最 优 策 略 过 程 , 始 端 状态 s1 是 固定 的 , 终 问 状态 % 是 日 由 的 。 由 此 所 
得 出 的 最 优 策 略称 为 始 问 固 定 终端 目 由 的 最 优 策略 ,实现 的 目标 图 数 是 五 年 里 的 产品 总 
产量 最 高 。 

如 果 在 终端 也 附加 上 一 定 的 约束 条 件 , 如 规定 在 第 5 年度 结 束 时 ,完好 的 机 器 数量 为 
500 台 ( 上 面 只 有 278 台 ) , 问 应 如 何 安排 生产 ,才能 在 满足 这 一 终端 要 求 的 情况 下 产量 最 
高 ? 读者 作为 练习 上 自己 计算 之 。 

下 面 进一步 来 讨论 始 端 固定 、 终 闪 目 由 的 一 般 情 况 。 

设 有 7 个 年 度 , 在 高 、 低 俩 梧 下 生产 的 产量 娟 数 分 别 为 g 二 cui ,hh 二 dus ,其 中 c&l0， 
cd。 而 年 回收 率 分 别 为 a 和 65 ,0 二 a 二 5 二 1。 试 求 出 最 优 策略 的 一 般 关 系 式 。 显 然 , 这 
时 状态 转移 方程 为 

二 人 


kk 有 段 的 指标 图 数 为 
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ca 1 
令 fi(si) 表 示 由 状态 s4 出 发 ,从 第 有 年 至 第 7 i 
因而 可 写 出 逆 推 关系 式 为 
Er ksi Oe 
大 (se) 一 max 人 a | ) 9 


天 一 1 27 

我 们 知道 ， 贞 扩 庆 下 尖 的 则 间 直 并 ， 机 器 完好 率 愈 高 ,但 生产 产量 少 。 而 在 高 负 
荷 下 生产 产量 会 增加 ,但 机 器 损坏 大 。 这 样 , 即 使 每 台 产 量 高 ,总 起 来 看 产量 也 不 高 。 

从 前 面 的 数字 计算 可 以 看 出 ,前 几 年 一 般 是 全 部 用 于 低 负 倚 生 产 ,后 几 年 则 全 部 用 于 
高 负荷 生产 ,这 样 才 产 量 最 高 。 如 果 总 共 为 n 年 ,从 低 负 荷 转 为 高 负荷 生产 的 是 第 1 年 ， 
1 硅 t 夺 nn。 即 是 说 ,从 1 年 至 1 一 1 年 在 低 钠 集 下 生产 ,t 年 至 nn 年 在 高 负 信 下 生产 。 现 在 要 
分 析 上 与 系数 a .b.c.d 是 什么 关系 。 

从 回收 率 看 ,( 一 a) 值 愈 大 ,表示 在 高 负荷 下 生产 时 ,机 车 损坏 情况 比 在 低 负 谷 时 严 
重 得 多 ,因此 L 值 应 选 大 些 。 从 产量 看 ,(c 一 d) 值 愈 大 ,表示 在 高 负荷 下 生产 较 有 利 , 故 : 
应 选 小 些 。 下 面 我 们 从 式 (7-4) 这 一 基本 方程 出 发 来 求 出 1 与 (5 一 a)、(c 一 d) 的 关系 。 

令 避 二 us/ss。 则 在 低 负 荷 生产 时 有 条 三 0, 高 负荷 生产 时 有 各 三 1。 对 第 ” 段 ， 


我 们 有 
fn (sn) = max 人 
一 max {Cc—d)wu,ads,} 
Ou < 


一 max (人 一 证 和 下 


< 


人 i 应 选 1 才能 使 f(s,) 最 大 。 也 就 是 说 ,最 后 一 年 应 全 部 投入 高 负 
倚 生 产 。 故 f(s,) 一 

对 n 一 1 自 ， a 

fn-i(sn-1)—= max tcun-itd(ssi Wun-1)t falsa)} 


和 0 过 ] 完 5 


aa 
—max{eu, +ad(s,_ i1—u,_ 1) 二 cLawu,_ itb(s, 1—u,_1)]) 
—max{[Ce—d) —e6—a) Ju, 1+ (d+eb)s 1) 
一 max| [世相 一 二 一 (7-5) 
因此 , 欲 要 满足 式 (7-5) 极 值 关系 的 条 件 是 当 
c—d>c(b—a) (7-6) 


时 ,应 取 i 二 1。 即 nn 一 1 年 仍 应 全 部 在 高 负荷 下 生产 。 否 则 , 当 式 (7-6) 不 满足 时 ,应 取 
上 一 0, 即 2 一 1 年 应 全 部 投入 低 负 荷 生产 。 
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由 前 面 知 道 , 只 要 在 第 年 投入 低 儿 丛生 产 , 那 么 递 推 计算 结 果 必 然 是 从 第 1 年 到 第 
k 年 均 为 低 负 丛生 产 , 即 有 引 二 2 二 … 二 经 二 0。 可 见 , 算 出 线 二 0 后 ,前 几 年 就 没有 必 
要 再 计算 了 。 故 只 需 研 究 哪 一 年 由 低 负 和 荷 转 人 高 负 和 人 向 生 产 , 即 8 从 那 一 年 开始 变 为 
1 就 行 。 
根据 这 点 , 现 只 分 析 满 足 式 (7-6) 的 情况 。 由 于 61 二 1, 故 式 (7-5) 变 为 
fri Css-1) = (ceca)ss 1 = a) sn, 
长 国 示 sn—1— Uti TDs- — un-z)， 将 它 代 入 上 式 得 
as ea (a Da, ss,.»| 
对 nn 一 2 段 ,由 式 (7-4) 有 
fant mar Pon 


科 近 


一 2 5 一 印 


下 | 人 一 十 


一 


一 一 


一 


-imi (| (E(t 


由 此 可 知 , 只 要 满足 极 值 条 件 式 
cell -alts —an) 
就 应 选 5;-: 二 1, 否 则 为 0, 即 应 继续 在 高 全 集 下 生产 。 
依 此 类 推 ,如 果 转 入 融 鱼 傈 下 生产 的 是 第 1 年 , 则 由 
A "i 


可 以 推出 ,应 满足 极 值 关系 的 条 件 必然 是 


c—d 之 c(1 十 a 十 a 十 … 二 a" 下 ?了 (5b 一 a) 
(7-7) 
c—d<c(lctata 二 … 二 a” ‘)(b—a) 


相应 的 有 最 优 策略 
| 
bn 
它 就 是 例 7-7 在 娩 端 固定 经 问 日 由 情况 下 最 优生 上 略 的 一 般 结 果 。 
从 这 个 例子 看 到 ,应 用 动态 规划 ,可 以 在 不 求 出 数值 解 的 情况 下 ,确定 出 最 优 策 略 的 
结构 。 
可 见 , 只 要 知道 了 a,b,c,d 四 个 值 , 就 总 可 找到 一 个 上 值 , 满 足 式 (7-7), 且 
1 过 ;11 一] 
例如 题 中 给 定 的 a=0.7,5 二 0.9,c= 二 8,d= 二 5, 代 入 式 (7-7) ,应 有 


se ee a Dh 
pe i 0. 9 一 看 7 本 : 1.875 全 (1 十 a) 1 十 0.7 


可 见 ,2 一 上 一 1 一 5 一 上 一 1 王 1, 所 以 二 3。 即 从 第 3 年 开始 将 全 部 机 需 投 入 高 负 傈 生产 ,五 
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年 内 总 产量 最 高 

从 这 个 例子 可 看 到 ， 当 g(x) PCz) 是 线性 函数 时 ,问题 是 易于 求解 的 , 当 它 们 为 复杂 
函数 时 ,求解 就 困难 多 了 。 但 是 , 当 g(Cz)、ACz) 为 凸 范 数 且 (0) 二 g(0) 二 0 时 ,可 以 证 明 
在 每 个 阶段 上 的 最 优 决 策 总 是 取 其 上 限 或 下 限 。 因 此 ,对 于 解 的 结构 来 说 , 它 与 g(Cz)、 
h(xz) 为 线性 的 情况 是 类 似 的 。 

上 面 的 讨论 表明 ; 当 并 在 [0,y 上 离散 地 变化 时 ,利用 递 推 关系 式 逐 步 计算 或 表格 
法 而 求 出 数值 解 。 当 工 在 L0,s 上 连续 地 变化 时 ,在 gsCz) 和 AZz) 是 线性 郴 数 或 凸 轴 数 
时 ,根据 递 推 关系 式 运 用 解析 法 不 难 求 出 户 Cz) 和 最 优 解 ; 若 g(x) 和 h(x) 不 是 线性 函数 
或 凸 图 数 时 ,一 般 来 说 ,解析 法 不 能 奏效 , 那 只 好 利用 递 推 关 系 式 (7-3) 求 其 数值 解 。 首 
先 要 把 问题 离散 化 , 即 把 区 间 [0,si | 进行 分 割 , 令 z= 二 0,A,2A,… ,mA 一 5s。 其 A 的 大 小 ， 
应 根据 计算 精度 和 计算 机 容量 等 来 确定 。 然 后 规定 所 有 的 fi (xz) 和 决策 变量 只 在 这 些 分 
割 点 上 取 值 。 这 样 , 递 推 关 系 式 (7-3) 便 可 与 为 
(GA) 一 max {g(jA) 十 RCIA 一 1/A)) 


fr (iA) = max {a EGA— 7 fn LeoGA TbGA—yA) |} 


二 一 上 san ] 

对 i 二 0,1,…,m 依次 计算 ,可 逐步 求 出 fA) ,AIGA) ,PCGA) 及 相应 的 最 优 决 策 ， 
最 后 求 得 fi (mA) 二 有 i(s1) 就 是 所 求 的 最 大 总 收入 。 这 种 离散 化 算法 可 以 编 成 程序 在 计 
算 机 中 计算 。 


7.5.2 固定 资金 分 配 问 题 


设 有 ?7 个 生产 行业 ,都 需要 某 两 种 资源 。 对 于 第 & 个 生产 行业 ,如 果 用 第 1 种 资源 
xz 和 第 2 种 资源 y; 进行 生产 ,可 获得 利润 为 ri (zi ,yi)。 夺 第 1 种 资源 的 单位 价格 为 a， 
第 2 种 资源 的 单位 价格 为 5, 现 有 资金 Z。 问 应 购买 第 1 种 资源 多 少 单位 ( 设 为 X), 第 2 
种 资源 多 少 单位 ( 设 为 Y) ,分 配 到 7 个 生产 行业 ,使 总 利润 最 大 ? 

此 问题 的 数学 模型 可 与 为 


max PAC » YE) 
k=1 
pa 一 一 入 ， .直下 为 非 全 整数 
k=1 


> yr 一 Y， yy 为 非 负 整 数 


aX 十 BY 过 Z 
解决 这 个 问题 ,可 以 从 固定 资金 开始 , 找 出 所 有 满足 aX 二 poyrsZ 的 X 和 Y; 然 后 将 
资源 量 最 优 地 分 配给 n 个 生产 行业 , 找 出 获 利 最 大 的 。 这 当然 是 一 个 算法 ,但 不 是 
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有 效 的 。 

如 果 我 们 把 资源 分 配 换 算 成 资金 分 配 , 孝 样 做 要 人 简单 些 。 

(1) 把 资源 分 配 利 润 表 换 算 成 资金 分 配 利 润 表 , 即 将 ri (zi, yi) 换 算 成 Ri (z)， 
z 王 0,1,…,Z. 但 必须 注意 ,分 配 的 资金 应 先 使 较 贯 的 资源 单位 最 大 。 

设 有 资金 z(0 夺 z 夺 Z) 分 配 到 第 个 生产 行业 ,; 则 由 Z 二 aX 十 bY 知 , 在 给 定 z 的 情况 
下 ,各 购买 第 2 种 资源 y; 单位 , 则 留 下 的 资金 只 能 购买 第 1 种 资源 xi 单位 ,x; 二 


we es Ee a 
[一 各 ] ,于 是 得 到 资金 利润 函数 Re(z 为 


R,(z)=— Max bos J | 
ye = O01 AD) I 


式 中 (z/b) 指 以 资金 < 购买 第 2 种 资源 的 最 大 单位 数 ,| 一 “只 ] 指 以 资金 = 购买 了 第 2 种 


资源 y: 单位 以 后 能 购买 第 1 种 资源 的 最 大 单位 数 。 

(2) 计算 最 优 资金 分 配 所 获得 最 大 利润 。 规 定 最 优 值 函数 fi (zxz) 表 示 以 总 的 资金 = 
分 配 到 上 至 2 个 生产 行业 可 获得 的 最 大 利润 。 

则 有 逆 推 关系 式 


fr(z) = max [R(x ) dT frri(z— wi) | 
2 一 站 1 9 区 


Wb 
(3) 求 出 广 (z), 即 为 问题 的 解 。 这 样 ,就 把 一 个 原 含 有 两 个 状态 变量 的 问题 转化 为 


只 含有 一 个 状态 变量 的 问题 。 
7.5.3 生产 与 存储 问题 


在 生产 和 经 营 管理 中 ,经 常 遇 到 要 合理 地 安排 生产 (或 购买 ) 与 库存 的 问题 ,达到 既 要 
满足 社会 的 需要 ,又 要 尽量 降低 成 本 费用 。 因 此 ,正确 制定 生产 (或 采购 ) 策 略 ,确定 不 同 
时 期 的 生产 量 ( 或 采购 量 ) 和 库存 量 , 以 使 总 的 生产 成 本 费用 和 库存 费用 之 和 最 小 ,这 就 是 
生产 与 存储 问题 的 最 优化 目标 。 

设 某 公 司 对 某 种 产品 要 制订 一 项 nn 个 阶段 的 生产 (或 购买 ) 计 划 。 已 知 它 的 初始 库存 
量 为 等 ,每 阶段 生产 (或 购买 ) 该 产品 的 数量 有 上 限 的 限制 ; 每 阶段 社会 对 该 产品 的 需求 
量 是 已 知 的 ,公司 保证 供应 ; 在 ?2 阶段 末 的 终结 库存 量 为 零 。 问 该 公司 如 何 制 订 每 个 阶 
段 的 生产 (或 采购 ?计划 ,从 而 使 总 成 本 最 小 。 

设 di 为 第 & 阶段 对 产品 的 需求 量 , zx 为 第 & 阶段 该 产品 的 生产 量 ( 或 采购 量 ) ,wi 为 
第 & 阶段 结束 时 的 产品 库存 量 。 则 有 wv 二 vw-1 十 ZX 一 di。 

ca (Xk) 表 示 第 上 阶段 生产 产品 zx 时 的 成 本 费用 , 它 包括 生产 准备 成 本 K 和 产品 成 本 
azt( 其 中 a 是 单位 产品 成 本 ) 两 项 费用 。 即 
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0 当 x =0 
Ci(Te) = AK 二 Tar, A 
0 | 了 


he(vs) 表 示 在 第 上 阶段 结束 时 有 库存 量 v， 所 需 的 存储 费用 。 
故 第 阶段 的 成 本 费用 为 ci (zi) 十 hs (vi)。 

m 表示 每 阶段 最 多 能 生产 该 产品 的 上 限 数 。 

因而 ,上 述 问题 的 数学 模型 为 


min J | | 
=] 


aa 


To 一 避 ， TYT 一 羽 
开 

Ug 一 3 (x;—d;) 0 一 二 
一】 


0 过 x k=] ,2 ,nn 

Xk 为 整数 有 一 1 ,2，… 7 
用 动态 规划 方法 来 求解 ,把 它 看 做 一 个 n 阶段 决策 问题 。 令 
vi-1 为 状态 变量 , 它 表 示 第 阶段 开始 时 的 库存 量 。 
zx 为 决策 变量 , 它 表 示 第 k 阶段 的 生产 量 。 
状态 转移 方程 为 

一 
最 优 值 郴 数 fi (wi) 表示 从 此 1 阶段 初始 库存 量 为 0 到 第 阶段 末 库 存量 为 vi 时 的 
最 小 总 费用 。 
因此 可 写 出 顺序 递 推 关 系 式 为 
六 Co) 一 min [cz 十 和 Ca) 十 太 - (大 -1) |, k=lye ,nn 


其 中 必 一 min(w 十 di,m)。 这 是 因为 一 方面 每 阶段 生产 的 上 限 为 mx2; 男 一 方面 由 于 保证 
供应 ; 改 第 一 阶段 未 的 库存 量 wo _1 必 须 非 人 负 , 即 TE 十 本 一 二 二 
边界 条 件 为 fo (wo) 二 0( 或 所 (V1) 三 min[Le (zi) 十 hi (wy) 上 ,从 边界 条 件 出 发 ,利用 


上 面 的 递 推 关 系 式 ,对 每 个 &, 计 算出 fi (wi) 中 的 vi 在 0 至 min| dj,m 一 ds | 之 间 的 


j 一 对 1 
值 ,最 后 求 得 的 户 C0) 即 为 所 求 的 最 小 总 费用 。 
注 ” 厂 每 阶段 生产 产品 的 数量 无 上 限 的 限制 , 则 只 要 改变 ceCze) 和 和 就 行 。 即 
0 = 


Ce (Th ) 一 


Kaxr: = 
Te Ue 二 一。 
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对 每 个 &, 需 计算 fi (vi) 中 的 wv 在 0 至 》, da 之 间 的 值 。 


了 一 此 十 1 
例 7-8 某 工 三 要 对 一 种 产品 制订 今后 四 个 时 期 的 生产 计划 , 据 估 计 在 今后 四 个 时 
期 内 ,市场 对 于 该 产品 的 需求 量 如 表 7-5 所 示 。 


表 7-5 


假定 该 三 生产 每 批 产 品 的 固定 成 本 为 3 千 元 , 若 不 生产 就 为 0; 每 单位 产品 成 本 为 1 
干 元 ; 每 个 时 期 生产 能 力 所 人 允许 的 最 大 生产 批量 为 不 超过 6 个 单位 ; 每 个 时 期 末 未 售 出 
的 产品 ,每 单位 需 付 存储 费 0. 5 干 元 。 还 假定 在 第 一 个 时 期 的 初始 库存 量 为 0, 第 四 个 时 
期 之 末 的 库存 量 也 为 0。 试 问 该 厂 应 如 何 安 排 各 个 时 期 的 生产 与 库存 ,才能 在 满足 市 场 
需要 的 条 件 下 ,使 总 成 本 最 小 。 

解 ” 用 动态 规划 方法 来 求解 ,其 符号 含义 与 上 面相 同 。 

按 四 个 时 期 将 问题 分 为 四 个 阶段 。 由 题 意 知 ,在 第 有 时 期 内 的 生产 成 本 为 


0 当 z=0 
Ci (TE) 一 3 十 1] TE = 
oO = A 


第 上 时 期 末 库 存量 为 v; 时 的 存储 费用 为 
hs (vi) = 0. Dv 
故 第 时 期 内 的 总 成 本 为 ci (zs) 十 hs (vi)。 
而 动态 规划 的 顺序 递 推 关系 式 为 
vo Cer be El 


式 中 og — min(v, 十 cx :b) 
和 边 ， 条件 fi (vw } min Ey (Ti ) Th 证， ) | 


+] =min(tv] 十 可 ,6) 
fi (v1) 一 min Pe 和 (wi ) | 
6) 


i 

对 wi 在 0 至 min[ py dj;,m 一 di] 二 min [9,6 一 2] 二 4 之 间 的 值 分 别 进行 计算 ，。 
TU -0) 二 main | 人 | 一 所 以 区 一 2 
oE 一 工 人 污 GD 一 min [3 十 zi 十 0.5X1] 二 6.5 所 以 zi 二 3 
六 (2) 一 min 一 所 以 z= 二 4 

同 理 得 : 


万 03) 一 9. 5 所 以 zx 二 5 
f1(4)=1]1 所 以 zx1 = 二 6 
当 & 二 2 时 ,由 
fs (vs) es 一 


4 
其 中 6 一 min(wzs 十 3,6)。 对 ws 在 0 至 min i d; :6 一 3 一 min|16,3|=3 之 间 的 值 分 别 
j 一 3 
进行 计算 。 从 而 有 
f2(0)= min [ca (zz ) hs 00) fr (3— x | 
| | ea 


TY 4 十 8 
本 一 "| | 所 以 x; 二 0 


— min 


cl a bs Co ti | 和 国 半 : 
oth) 与 
注 在 计算 f,(2) 和 f;(3) 时 ,由 于 每 个 时 期 的 最 大 生产 批量 为 6 单位 , 故 方 (5) 和 
1(6) 是 没有 意义 的 ,就 取 族 (5) 二 用 (6) 二 2, 其 余 类 推 。 
当 & 王 3 时 ,由 
一 | 


其 中 os 二 min(v 十 2,6)。 对 加 在 0 至 minL4,6 一 2 一 4 之 间 的 值 分 别 进 行 计算 ,从 而 有 
f3(0)=14 所 以 zs 一 0 
1 一 16 所 以 zx; 二 0 或 3 
1 所 以 zs 二 4 
fs3(3)=19 Pr z=5 
RC—20.3 所 以 一 6 


当 & 一 4 时 , 因 要 求 第 4 时 期 之 未 的 库存 量 为 0, 即 ww 二 0, 故 有 
人 元 | 
eat fC ro0T20.95 
cat ly st3) 4 十 19 
~min|lc(2) fs (2) |=min| 5 十 17.5 |=20.5 所 以 z=0 
JI | 6 十 16 
Meet 时 人 
再 按 计 算 的 顺序 反 推算 , 可 找 出 每 个 时 期 的 最 优生 产 决策 为 : 
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站] 一 D， Tz 一 局， x3 一 0， X40 
其 相应 的 最 小 总 成 本 为 20. 5 千 元 
如 果 把 例 7-8 中 的 有 关 数 据 列 成 表 7-6, 然 后 分 析 这 些 数据 ,可 找 出 一 些 规 律 性 的 
东西 ， 
表 7-6 
阶段 i 
需求 量 d， 
生产 量 x 
库存 量 Ui 


加 | 


由 表 中 的 数学 可 以 看 到 ,这 样 的 库存 问题 有 如 下 特征 : 

《17 对 每 个 局 有 二 "一 0 一 1;2.9; 好 其 中 习 一 0 

(2) 对 于 最 优生 产 决 策 来 说 , 它 被 裂解 为 两 个 子 问题 ,一 个 是 从 第 1 阶段 到 第 2 阶 
段 , 男 一 个 是 从 第 3 阶段 到 第 4 阶段 。 每 个 子 问题 的 最 优生 产 决 策 特别 人 简单 ,它们 的 最 小 
总 成 本 之 和 就 等 于 原 问 题 的 最 小 总 成 本 。 

这 种 现象 不 是 偶然 的 ,而 是 反映 大 这 类 库存 问题 数学 模型 的 特征 。 人 研究 这 类 问题 , 注 
意 到 (2) 的 规律 ,就 可 将 计算 量 大 量 地 减少 。 

如 果 对 每 个 i, 都 有 vi-1z; 二 0, 则 称 该 点 的 生产 决策 (或 称 一 个 策略 z 王 zi，…zw) 具 
有 再 生产 点 性 质 ( 又 称 重生 性 质 )。 如 果 w= 二 0, 则 称 阶段 i 为 再 生产 点 (又 称 重 生 点 )。 

由 假设 w= 二 0 和 wv 二 0, 故 阶段 0 和 是 再 生产 点 。 可 以 证 明 ; 春 库 存 问 题 的 目标 郴 
数 g(xz) 在 凸 集合 S 上 是 止 函 数 ( 或 凸 函 数 ) , 则 g(xz) 在 S 的 顶点 上 具有 再 生产 点 性 质 的 
最 优 策略 。 下 面 运 用 再 生产 点 性 质 来 求 库存 问题 为 止 图 数 的 解 。 

设 c(j ,让 (I 硅 引 为 阶段 7 到 阶段 i 的 总 成 本 ,给 定 7 一 1 和 ii 是 再 生产 点 ,并 且 阶 段 7 
到 阶段 7 期 间 的 产品 全 部 由 阶段 7 供给 。 则 

Ets (Da)+t DO)+ 3 py oy 


一 上 十 1 二 #1 


根据 两 个 再 生 点 之 间 的 最 优 策略 ,可 以 得 时 到 一 个 更 有 效 的 动态 规划 递 推 关系 式 。 

设 最 优 值 函 数 f; 表示 在 阶段 i 末 库 存量 v= 二 0 时 ,从 阶段 1 到 阶段 i 的 最 小 成 本 。 
则 对 应 的 递 推 关系 式 为 

fi= min [fj-1te(j ,2 z 一 1 ,2,7 《7 了 = 分) 

边界 条 件 为 fo=0 (7-10) 

为 了 确定 最 优生 产 决策 ,逐个 计算 方 , 户 ,…, 访 。 则 访 (0) 为 二 个 阶段 的 最 小 总 成 
本 。 设 j(n) 为 计算 f 时 ,使 式 (7-9) 右 边 最 小 的 j 值 , 即 

. = min [Les Tn On) sm) 


lj) 志 . 


则 从 也 段 7 了 (70) 到 阶段 的 最 优生 产 决 策 为 


189 


a. 
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了 
Tn ; | d, 


3= p(n) 


T=0, 当 s=j(n) 二 +1,j(n) 二 +2,*…:,n 时 
故 阶段 ] (m0) 一 1 为 再 生产 点 。 为 了 进一步 确定 阶段 7 (2) 一 1 到 阶段 1 的 最 优生 产 决 策 ， 
记 区 二 j (0) 一 1 而 jG) 是 在 计算 户 时 ,使 式 (7-9) 右 边 最 小 的 7 值 ; 则 从 阶段 jG) 到 阶 
段 7 (0) 的 最 优生 产 决 策 为 
Tim) 一 > + 


TX,=0， 当 $s 三 j (7 ) 十 1, 107) 十 2,……, 72 时 
故 阶 段 j(m) 一 1 为 再 生产 点 ,其 余 依 此 类 推 。 
例 7-9 利用 再 生产 点 性 质 解 例 7-8。 


解 因 rc:( 一 有 下 年 ， 元 一 1.2v 6 和 和 有 (CD 一 0. OU; 
co Ti 


都 是 止 图 数 , 故 可 利用 再 生产 点 性 质 来 计算 。 
[1TF 按 式 (7 中 计算 二 132;334 
c(1,1)=c(2) 二 hh(0)=5 
el ei X= 
c(1,3)=ce(7)+h(5)+h(2)=o0+0.5X5+0.5X2=o0 
cl1,4)=c(11) 二 hC9) 二 hCG6) 二 +h(4)= 0 


c(2,2)= 二 c(3) Th(0)=6 c(2,3)=c(5)Th(2)=9 
cC2,4) 一 c(9) 十 有 06) 十 站 Cd) 一 ce cc(3,3)=c(2)Th(0)=5 
c(3,4)=c(6)Th(4)=11 c(4,4)=c(4)=7 
(2) 按 式 (7-9) 和 式 (7-10) 计 算 f 
B= 有 
==fo 二 +c(1,1) 二 0 十 5 二 5 所 以 j(1)=1 
fo =min[L foie(l ,2), f+e(2,2)] 
一 min [0 十 9.5,5 十 6] 一 9. 5 所 以 了 2) 二 1 
| 
一 min [0 十 co,5 十 9,9.5 十 5] 二 14 所 以 j(3) 二 2 
| 
一 min [0 十 ce ,5 十 co,9.5 十 11,14 十 7] 
20 所 ;7(4)=3 
(3) 找 出 最 优生 产 决 策 
由 了 (一 9 


故 
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res—d BO 
因 1 一作 4) 一 1 一 3 一 1 一 2 
所 以 jz 一 102) 一 ] 
故 ZI1 一 如 十 ad 一 5， 一 0 


所 以 最 优生 产 决 策 为 : X11 二 5,x2 二 0,X3 二 6,7T4 二 0 
相应 的 最 小 总 成 本 为 20.5 和 干 元 。 

还 应 指出 的 是 ,这 种 利用 再 生产 点 性 质 求 解 确 定性 需求 不 允许 缺 赁 的 库存 问题 ,可 以 
ttt beetg ll eri drat tt 

例 7-10 某 车 间 需 要 按 月 在 月 底 供 应 一 定数 量 的 某 种 部 件 给 总 装 和 车间 ,由 于 生产 条 
件 的 变化 ,该 车 间 在 各 月 份 中 生产 每 单位 这 种 部 件 所 需 耗 费 的 工时 不 同 , 各 月 份 所 生产 的 
部 件 量 于 当月 月 底 前 全 部 要 存 人 仓库 以 备 后 用 。 已 知 总 装 车 间 的 各 个 月 份 的 需求 量 以 及 
在 加 工 车 间 生 产 该 部 件 每 单位 数量 所 需 工 时 数 如 表 7-7 所 示 。 


表 7-7 
月 份 关 6 
需求 量 da， 4 
单位 工时 Uk 


设 仓库 容量 限制 为 互 =9, 开 始 库 存量 为 2, 期 终 库 存 上 0 ,需要 制订 一 个 半年 的 逐 
月 生产 计划 , 既 使 得 满足 需要 和 库容 量 的 限制 ,又 使 得 生产 这 种 部 件 的 总 耗费 工时 数 
为 最 少 。 

解 ” 按 月 份 划 分 阶段 ,用 表示 月 份 序 号 。 

设 状态 变量 % 为 第 & 段 开 始 时 (本 上 段 寄 求 量 送 出 之 前 ,上 段 产 品 送 入 之 后 ) 部 件 

决策 变量 us 为 第 & 段 内 的 部 件 生产 量 。 

状态 转移 方程 

i de Dod (7-11) 


中 二 人 大- 万 CFT-12) 
故人 允许 决 菏 集合 为 
Dn Go Ti oo ET= 13) 
最 优 值 函数 f(s;) 表 示 在 第 有 段 开始 的 库存 量 为 s; 时 ,从 第 & 有 段 至 第 6 段 所 生产 部 
件 的 最 小 累计 工时 数 。 
因而 可 写 出 逆 推 关系 式 为 
TA li i ds 0 16 
Ee (F114) 
六 487) 一 0 
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当 二 6 时 , 因 要 求 期 终 库存 量 为 0, 即 s; 二 0。 因 每 月 的 生产 是 供应 下 月 的 需要 , 故 


第 6 个 月 不 用 生产 , 即 wu 二 0。 因 此 f(s6) 二 0, 而 由 式 (7-11) 有 56 二 de 二 4。 
一 各 时 ,由 式 (7-11) 有 $6 二 $5 十 ws 一 dds, 改 us = 1]1— ss, 
Fh LA fs (ss)— min (asus)—=10(11—ss)=110—10s; 


ws —1l— sr 
及 最 优 解 Us Le 
flss) = min Lowes tf Cee dd) | 


4 4 34) 


一 min | 20z 十 110 一 10(Cs4 十 ws 一 2) | 
> 二 min | 10w 一 10s 十 130 | 


其 中 | 的 允许 决策 集合 D cs ) 由 式 (7- 13) 确 定 为 
HI ds$4 wu — dH, 性 有 有 9 一 二 鹿 守 11 一 入 
及 三 0, 因 而 max 10,9 一 5 | 而 志 11 一 % 
而 由 式 (7-12) 知 ; % 委 9, 所 以 Ds (54) 为 
一 
故 得 ，” (5) 一 1009 一 上 0) 一 1054 十 130 一 220 一 205s， 及 最 优 解码 一 9 一 中 
当 有 一 3 时 
fa(s3)= min Lasust falsstus— | 


| ED,( $9) 


~min | 17us 十 220 一 20(s; 十 ws 一 3) | 
we 
一 min | —3ws CO— 20s; 十 280 | 


由 式 (7-13) 得 D; (ss ) 为 InNAaAX | 本 
故 得 f(s3) 二 244 一 17s。 及 最 优 解 wu? 一 12 一 5 


当 丰 一 2 时 
fe | ft dy | 
=minl— dus CO—17s; 二 329 | 
其 中 D,(s,) 为 i 
帮 得 ”f(ss) 二 273 一 13ss 及 最 优 解 wi 二 14 一 s; 
当天 一 1 时 
fi1(s1) ep el its | 
一 min | 5uiO—13s 二 377 | 
un 
其 中 Di (si) 为 让 一 一 


故 得 ”Cs1) 一 442 一 18s， 及 最 优 解 ur 一 13 一 si 
当 & 一 0 时 


fo ($0) 一 min ,La Wo -Ee Ca | 


~min [—7wuo 二 442 一 18soj] 


其 中 Do,(so) 为 0 
故 得 1 及 最 优 解 ws 二 9 一 $0 
因 $0 二 


PL fo=357 和 wo = 二 7 
再 按 计 算 顺 序 反 推 之 ,并 结合 式 (7-11) 的 运算 , 即 得 各 阶段 的 最 优 决 策 为 : 
uo 一， ai 一 4， wuz 一 9， us 一 3， MU 一 0， ws 三 4 
所 以 从 0 一 5 月 的 最 优生 产 计 划 为 : 7,4,9,3,0,4, 相 应 的 最 小 总 工时 数 为 357。 


7.5.4 设备 更 新 问题 


在 工业 和 交通 运输 企业 中 ,经 向 碰 到 设备 陈旧 或 部 分 损坏 需要 更 新 的 问题 。 从 经 济 
上 来 分 析 ,一 种 设备 应 该 用 多 少年 后 进行 更 新 为 最 恰当 , 即 更 新 的 最 佳 策 略 应 该 如 何 , 从 
而 使 在 某 一 时 间 内 的 总 收入 达到 最 大 (或 总 费用 达到 最 小 ) 。 

现 以 一 台 机 需 为 例 , 随 着 使 用 年 限 的 增加 ,机 器 的 使 用 效率 降低 ,收入 减少 ,维修 费用 
增加 。 而 且 机 硕 使 用 年 限 越 长 , 它 本 身 的 价值 就 越 小 ,因而 更 新 时 所 需 的 净 文 出 费用 就 合 
多 。 设 : 

1,(t) 一 一 在 第 j 年 机 器 役 龄 为 上 年 的 一 台 机 器 运行 所 得 的 收入 。 

Oi Ci) 一 一 在 第 j) 年 机 天 和 投 龄 为 上 年 的 一 人 台 机 融和 运行 时 所 需 的 运行 费用 。 

部 0 年 机 融和 投 龄 为 上 年 的 一 台 机 天 更 新 时 所 需 更 新 将 费用 。 

二 1) ,表示 一 年 以 后 的 单位 收入 的 价值 视 为 现年 的 w 单位 。 
和 ;正在 使 用 的 机 器 的 役 龄 。 
年限 总 数 ，。 

7 年 开始 使 用 一 个 役 龄 为 1 年 的 机 笑 时 ,从 第 7 年 至 第 nn 年 内 的 最 佳 
收入 。 

zi 1 一 一 给 出 gj (2) 时 ,在 第 7 年 开始 时 的 决策 (保留 或 更 新 )，。 

为 了 写 出 递 推 关系 式 , 先 从 两 方面 分 析 问 题 。 知 在 第 7) 年 开始 时 购买 了 新 机 器 , 则 从 
第 7 年 至 第 nn 年 得 到 的 总 收入 应 等 于 在 第 7 年 中 由 新 机 需 获 得 的 收入 , 减 去 在 第 7 年 中 
的 运行 费用 , 减 去 在 第 7 年 开始 时 役 龄 为 1 年 的 机 器 的 更 新 兆 费 用 ,加 上 在 第 十 1 年 开 
始 使 用 役 龄 为 1 年 的 机 器 从 第 ;十 1 年 至 第 nn 年 的 最 佳 收 入 ; 若 在 第 j 年 开始 时 继续 使 用 
役 龄 为 上 年 的 机 融 , 则 从 第 /年 至 第 ?7 年 的 总 收入 应 每 于 在 第 7 年 由 役 龄 为 上 年 的 机 大 得 
到 的 收入 , 减 去 在 第 7 年 中 役 龄 为 : ne a 加 上 在 第 /十 1 年 开始 使 用 役 
龄 为 1 十 1 年 的 机 棍 从 第 j 十 1 年 至 第 n 年 的 最 佳 收 入 。 然 后 ,比较 它们 的 大 小 ,选取 大 
的 ,并 相应 得 出 是 更 新 还 是 保留 的 决策 。 
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将 上 面 这 段 话 写成 数学 形式 , 即 得 递 推 关系 式 为 
R, TD—O(0) C(t Tapgr(l) 
K: T,()—0O,(t) Tagri(tt1) | 
一 人 
其 中 “K” 是 Keep 的 缩写 ,表示 保留 使 用 ;“R” 是 Replacement 的 缩写 ,表示 更 新 机 带 。 
由 于 人 研究 的 是 今后 nn 年 的 计划 , 故 还 要 求 
gat1(t)—0 

对 于 g:(。) 来 说 ,允许 的 上 值 只 能 是 工 。 因 为 当 进 入 计划 过 程 时 ,机 右 必 然 已 使 用 了 
工 年 。 

应 指出 的 是 : 这 里 研究 的 设备 更 新 问题 ,是 以 机 龄 作为 状态 变量 ,决策 是 保留 和 更 新 
两 种 。 但 它 可 推广 到 多 维 情形 ,如 还 考虑 对 使 用 的 机 需 进 行 大 修 作 为 一 种 决策 , 那 时 所 需 
的 费用 和 收入 ,不 仅 取 决 于 机 龄 和 购置 的 年 限 , 也 取决 于 上 次 大 修 后 的 时 间 。 因 此 ,必须 
使 用 两 个 状态 变量 来 描述 系统 的 状态 ,其 过 程 与 此 类 似 。 

例 7-11 pt T 二 1, 其 有 关 数 据 如 表 7-8 所 示 。 试 制定 5 年 中 的 设备 更 
新 策略 ,使 在 5 年 内 的 总 收入 达到 最 大 。 


表 7-8 


下 Te 
EEC 


202 2 20 18 16 2 25 44 22 1129 206024130 28 18 16 16 14 14 


gj; ti) 一 max | 


项 目 | 


4|18 8 9 9 10 
27Y 29 32 34 37129 3 34 36 131 32 33|32 33 34 |32 34 36 36 38 


解 ” 先 解释 符号 的 意思 。 因 第 7 年 开始 机 龄 为 上 年 的 机 融 , 其 制造 年 序 应 为 了 一 上 年， 
因此 ,I (0) 为 第 5 年 新 产品 的 收入 , 故 1 站 (0) 王 32。J1 02) 为 第 1 年 的 产品 其 机 龄 为 2 年 
的 收入 , 故 I;(2) 二 20。 同 理 O; (0) 一 4,O;(2) 二 8。 而 Cs (1) 是 第 5 年 机 龄 为 1 年 的 机 咽 
(应 为 第 4 年 的 产品 ) 的 更 新 费用 , 故 ge 1 其 es 


当 7 一 5 时 ,由 于 设 T= 二 1, 故 从 第 5 年 开始 计算 时 ,机 器 使 用 了 1.2.3.4.5 年 , 则 递 推 
关系 式 为 


R: 1 (0) 一 O,(0) 一 C; (十 1 。 sl 


gs (1t) = max 
3 四 T(t)—O (Tl * get 1) 


因此 


第 7 章 


了 ， 3 一 让 一 六 站 一 二 
gs 1) 一 max 


|=2 WL xs (1)=K 
KK. 28 一 5 十 0 一 23 


R: 32 一 4 一 33 十 0 一 一 5 
8g5(2) 一 max | 

K: 24 一 6 十 0 一 18 

同 理 B85 (3)=13,xs(3)=K; gs(4)=6,7xs(4)=K 


当 j 二 4 时, 弟 推 关系 为 


= rt OK 


R: oo | 


ga (lt)=max | 四 


四 R: 30 一 4 一 32 十 23 一 17 
故 siCD 一 max | =» ph xz.(1)—K 
R，26 一 5 十 18 一 39 
同 理 9 
当 7 一 3 时 ,有 


Rs: T0000—O (0 — Gs | 


g3(1t)—=max | | : 


z R; 29 一 5 一 31 十 39 一 32 
故 gD =—max | [= 所 以 xz;(1)=K 
K: 25 一 6 十 29 一 48 
同 理 gs(2) 一 31,zs(2) 一 Ri gs(3) 一 27,zs(3) 一 及 
当 7 一 2 时 ,有 


民 ;， LOO— OD —C(D TE (1) 
Ks L(t) — h(t et 1) | 
R: 27 一 5 一 29 十 48 一 41 
K: 21 一 6 十 31 一 46 
了 一 一 人 一 
K: 16 一 8 十 27 一 35 


ga (t) 一 max | 


故 gz 人 1) 一 max | = 所 以 zs (1)=K 


gs(2)— max | [= 所 以 zz(2) 一 人 


要 了 一下 时- 秆 

Rs L0000—C. (Tp (17 
K. TD—O (Ta (1) | 
R; 22—6— 32+46=30 


故 (1)=max | 
1 K: 18 一 8 十 36 一 46 


g1(1)—=max | 


= 所 以 zx1(1) 二 K 


动态 规划 


最 后 ,根据 上 面 计 算 过 程 反 推 之 ,可 求 得 最 优 策略 如 表 7-9 所 示 , 相 应 的 最 佳 收 益 为 46 
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表 7-9 


mm on | 上 骨 


下 页 页 内 两 


注 记 


通过 这 章 的 学 习 , 大 家 看 到 : 任何 一 个 多 阶段 决策 过 程 的 最 优化 问题 ,都 可 以 用 非 线 性 规划 (特殊 
的 为 线性 规划 ) 模 型 来 描述 。 从 原则 上 说 ,一 般 也 可 以 用 非 线 性 规划 方法 来 求解 。 那 么 ,用 动态 规划 方 
法 有 什么 优越 性 呢 ? 

(1) 易于 确定 全 局 最 优 解 。 即 使 指标 函数 形式 较 简 单 ,由 于 约 东 条 件 所 确定 的 约束 集合 往往 十 分 
复 末 ,让 应 用 目前 的 非 线 性 规划 方法 求全 局 最 优 解 是 非常 困难 的 。 而 动态 规划 方法 是 一 种 逐步 改善 法 ， 
它 把 原 问 题 化 成 一 系列 结构 相似 的 最 优化 子 问 题 ,而 每 个 子 问题 的 变量 个 数 比 原 问 题 少 得 多 ,约束 集合 
也 简单 得 多 , 故 较 易于 确定 全 局 最 优 解 。 特 别 是 ,对 于 一 类 其 指标 、 状 态 转移 和 允许 决策 集合 不 能 用 分 
析 形 式 表 出 的 过 程 最 优化 问题 (如 非 线性 整数 规划 ,离散 模型 ), 用 分 析 方 法 无 法 求 出 最 优 解 , 而 用 动态 
规划 却 很 容易 。 基 于 这 点 ,目前 有 相当 多 的 最 优化 问题 ,动态 规划 是 求 出 其 全 局 最 优 解 的 唯一 方法 。 

(2) 能 得 到 一 族 解 ,有 利于 分 析 结 果 。 非 线性 规划 的 方法 是 对 问题 的 整体 求解 ,是 单 阶段 进行 的 ， 
它 只 能 得 到 全 过 程 的 解 。 而 动态 规划 方法 是 将 求解 分 成 多 阶段 进行 , 求 出 的 不 仅 是 全 过 程 的 解 , 而 且 包 
括 所 有 子 过 程 的 一 族 解 。 在 某 些 情况 下 ,这 些 解 族 正 是 实际 问题 所 需要 的 , 它 有 助 于 分 析 结 果 是 否 有 用 
等 ,这 时 ,动态 规划 方法 比 其 他 方法 更 显示 出 优越 性 , 且 大 大 市 省 了 计算 量 ， 

(3) 能 利用 经 验 , 提 高 求解 的 效率 。 动 态 规划 方法 反映 了 过 程 逐 段 演变 的 前 后 联系 , 较 之 非 线性 规 
划 与 实际 过 程 联系 得 更 紧密 ,因而 在 计算 中 ,能 更 有 效 地 利用 经 验 , 提 高 求解 的 效率 。 如 在 胰 略 空间 和 迭 
代 法 中 ,初始 委 略 的 选取 对 于 迭代 的 收敛 速度 有 很 大 的 影响 , 故 利 用 经 验 能 帮助 选 好 初始 委 略 。 有 的 问 
题 ,不 一 定 要 知道 最 优 解 的 值 ,而 关心 的 是 最 优 解 的 结构 或 过 程 中 某 些 参 数 的 依赖 关系 等 ,这 时 利用 动 
态 规 划 方 法 分 析 较 方便 。 

动态 规划 方法 也 存在 不 足 之 处 : 

(1) 到 目前 为 止 ,; 没 有 一 个 统一 的 标准 模型 可 供应 用 。 由 于 实际 问题 不 同 , 其 动态 规划 模型 也 就 有 
异 , 虽 然 理 论 上 说 可 以 把 某 些 静 态 规 划 的 问题 转化 为 动态 规划 模型 来 求解 ,但 这 种 转化 有 时 将 变 得 十 分 
困难 ,需要 丰富 的 想象 力 和 灵活 的 技巧 性 。 

(2) 应 用 的 局 限 性 。 由 于 构造 动态 规划 模型 时 ,状态 变量 必须 满足 “无 后 效 性 "条件 ,这 条 件 不 仅 依 
赖 于 状态 转移 规律 ,还 依赖 于 允许 决策 集合 和 指标 函数 的 结构 ,是 一 个 相当 强 的 条 件 。 不 少 实际 问题 在 
取 其 目 然 特征 作为 状态 变量 往往 不 能 满足 这 条 件 , 这 就 降低 了 动态 规划 的 通用 性 。 虽 然 , 从 原则 上 说 ， 
采取 适当 增多 状态 变量 的 办 法 ,总 能 人 为 地 把 过 程 变 为 无 后 效 的 ,但 由 于 动态 规划 的 常规 算法 还 存在 局 
限 性 , 故 这 种 做 法 目前 不 可 取 。 

(3) 在 数值 求解 时 ,存在 “ 维 数 障碍 ”。 由 于 在 大 多 数 问 题 中 ,函数 {fi (ss)) 必 须 以 状态 集合 % 内 格 


点 上 的 数值 来 表示 。 故 在 电子 计算 机 上 计算 时 ,每 递 推 一 段 ,都 必须 把 前 一 段 算 出 的 最 优 值 图 数 在 相应 
的 状态 集合 上 的 全 部 值 存 人 内 存 中 。 设 每 一 状态 变量 的 集合 是 实数 区 间 , 如 果 每 区 间 都 分 成 m 一 1 个 
格子 , 则 在 一 维 情况 下 ,表示 fi 之 值 的 格 点 数 为 mx ,而 在 n 维 情 况 下 , 格 点 数 为 m*。 可 见 当 维 数 增 大 
时 ,所 需 的 内 存量 成 指数 倍增 长 。 例 如 ,车 计 算 机 的 内 存量 为 2” = 二 32 768 字 节 ,由 
维 数 n 1 2 3 4 5 
每 维 格 点 数 32768 181 32 13 8 
可 见 ,在 这 样 内 存 限 制 下 ,超过 三 维 ( 包 括 三 维 ) 的 问题 用 通常 的 动态 规划 方法 是 不 可 取 的 。 为 了 克服 
“ 维 数 障 碍 ”, 目 前 已 找 出 了 不 少 方法 。 如 多 项 式 盘 近 法 、 逐 次 通 近 法 .状态 微 增 法 . 拉 格 朗 日 乘 数 法 等 
等 。 它 们 对 于 不 同 范围 内 的 问题 已 经 证 明 在 一 定 程度 上 可 以 克服 这 个 障碍 。 但 是 目前 尚 无 一 般 的 解决 
应 指出 的 是 ,动态 规划 方法 虽 存 在 许多 不 足 之 处 ,但 应 用 是 广泛 的 。 许 多 专家 学 者 结合 实际 已 成 功 
解决 了 许多 实际 问题 。 我国 情况 也 是 如 此 ,如 张 勇 传 院士 等 ,在 1985 年 前 ,将 动态 规划 方法 应 用 于 水 电 
站 水 库 优 化 调度 方面 作出 了 成 绩 , 曾 获 1985 年 国家 科 委 颁布 的 一 等 奖 ( 见 《光明 日 报 》1985 年 10 
月 8 日 )。 
随 着 计算 机 的 日 益 普 及 ,用 动态 规划 基本 思想 去 处 理 问题 更 加 广泛 。 许 多 介绍 算法 的 书 里 ,都 提 到 
使 用 动态 规划 方法 ,如何 巧妙 地 解决 了 科学 技术 和 实际 生活 中 问题 的 例子 , 称 这 种 算法 是 高 效率 的 算法 


7.1 试 分 析 本 对 7.1 市 之 例 7-2 问题 中 (1) 阶 段 的 划分 : 2) 状态 变量 和 它 的 取 
值 范围 ; (3) 决 策 变量 和 它 的 允许 决策 集合 ; (4) 状态 转移 方程 : 05) 指标 图 数 和 最 优 
值 函 数 。 

7.2 设 某 工 三 自 国 外 进口 一 部 精密 机 需 , 由 机 器 制造 三 至 出 口 港 有 三 个 港口 可 供 选 
择 ,而 进口 港 又 有 三 个 可 供 选择 ,进口 后 可 经 由 两 个 城市 到 达 目 的 地 ,其 间 的 运输 成 本 如 
图 7-8 中 所 标的 数字 , 试 求 运 费 最 低 的 路 线 。 
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7.3 计算 从 A 到 BC 和 DD 的 最 短路 线 。 已 知 各 段 路 线 的 长 度 如 图 7-9 所 示 。 
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图 7-9 
7.4 写 出 下 列 问 题 的 动态 规划 的 基本 方程 。 
(1) max 二 一 a Fel) (2) min 和 一 > ei 
i=1 a 
> Ya tn 
一 ] 1 一] 
守 ， i 二] ,2 7 本 i 二] ,2 ,nn 
7.5 用 递 推 方法 求解 下 列 问 题 。 
(1) max zx 一 471 十 9zy 十 273 (2) max 二 一 471 十 9 十 273 
一 a ee 
bog i 一 ] ,2,3 法 机 i 二] ,2,3 
(3) max z= xz TI, 


季 


攻 Ti 一 C (CC 人 >0) 
i 一 1 


TO 


(ai 


2T1 十 3xs 十 2T3 之 16 
2 一 2 ns i 


(HY max sO— Br — dr 2rs— rs | 2 


(6) min z= >, zt (p>1) 
i 一 1 
4zi 十 2x2s 十 3x; 夺 18 和 
it 一】 
| 0. ti] ,2,3 Ee i 二 |] ,2 ,nn 
7. 6 


设 某 人 有 400 万 元 金额 ,计划 在 四 年 内 全 部 用 于 投资 中 去 。 已 知 在 一 年 内 右 投 


资 用 去 z 万 元 就 能 获得 Vz 万 元 的 效用 。 每 年 没有 用 掉 的 金额 ,连同 利息 (年 利息 10%) 
可 再 用 于 下 一 年 的 投资 。 而 每 年 已 打算 用 于 投资 的 金额 不 计 利息 。 
划 ,而 使 四 年 内 获得 的 总 效用 最 大 。 


(1) 用 动态 规划 方法 求解 ; 
(2) 用 拉 格 明日 乘 数 法 求解 ; 
(3) 比较 两 种 解法 ,并 说 明 动 态 规划 方法 有 哪些 优点 。 


试制 订金 额 的 使 用 计 


7.7 有 一 部 贷 车 每 天 沿 看 公路 给 四 个 零售 店 色 下 6 箱 作物 ,如 果 各 零售 店 出 售 
物 所 得 利润 如 表 7- 10 所 示 , 试 求 在 各 去 售 店 番 下 几 箱 赁 物 , 能 使 获得 总 利润 最 大 ? 
是 多 少 ? 
表 7-10 
零 售 店 
箱 数 
利 润 
0 0 0 0 
1 2 3 4 
2 4 5 5 
3 6 7 6 
4 8 8 6 
5 9 8 6 
6 10 8 6 


7.8 设 有 有 茶 种 肥料 共 6 个 单位 重量 ,准备 供给 四 块 粮 田 用 。 其 每 块 田 施肥 数量 与 增 


产 粮食 数字 关系 如 表 7-11 所 示 。 试 求 对 每 块 田 施 多 少 单位 重量 的 肥料 , 才 使 总 的 增 ) 

表 7-11 
施 肥 

4 

0 0 

1 28 

2 47 

3 65 

4 74 

5 80 

6 85 


产 粮 


7.9 某 公 司 打 算 向 它 的 三 个 营业 区 增设 六 个 销售 店 ,每 个 营业 区 至 少 增设 一 个 。 从 


各 区 赚 取 的 利润 (单位 为 万 元 ) 与 增设 的 销售 店 个 数 有 关 ,其 数据 如 表 7-12 所 示 。 
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表 7-12 
销售 店 增加 数 A 区 利润 B 区 利润 C 区 利润 
0 100 200 150 
] 200 210 160 
二 “280 220 170 
3 330 9 180 
4 340 230 200 


试 求 各 区 应 分 配 几 个 增设 的 销售 店 , 才 能 使 总 利润 最 大 ?其 值 是 多 少 ? 

7.10 共 工 三 有 100 台 机 融 , 拟 分 四 个 周期 使 用 ,在 每 一 周期 有 两 种 生产 任务 。 据 经 
验 ,把 机 需 zi 台 投 入 第 一 种 生产 任务 , 则 在 一 个 生产 周期 中 将 有 zyV3 人 台 机 硕 作 废 ; 余下 
的 机 器 全 部 投入 第 二 种 生产 任务 , 则 有 1/10 台 机 器 作废 。 如 果 干 第 一 种 生产 任务 每 台 机 
稻 可 收益 10, 干 第 二 种 生产 任务 每 台 机 如 可 收益 7。 问 怎样 分 配 机 如 ,使 总 收益 最 大 ? 

7.11 求 下 列 问题 的 最 优 解 。 

(人 1) max z 一 10zl 十 227ry 十 1773 

人 十 47y 十 37z5 壹 20 


(2) max z= xT TT4 


对 rs Te i 一 11 


zi 全 0 且 为 整数 (i 二 1,2,3,4) 
让 max TO— 5 TT hs TT Bs 

0 

X11 二 3x3 十 6x3 志 13 

Li 全 0 且 为 整数 (i 二 1,2,3) 
(4) max z 一 gl(CzZI) 十 gzy(zro) 十 53 (Ts ) 

人 

Wn 日 为 整数 (i 二 1,2,3) 

其 中 xz; 与 gj;(x;) 的 关系 如 表 7-13 所 示 。 


pO 


7.12 某 工厂 生产 三 种 产品 ,各 产品 重量 与 利润 关系 如 表 7-14 所 示 。 现 将 此 三 种 产 
品 运 往 市 场 出 售 ,运输 能 力 总 重量 不 超过 6 吨 。 问 如 何 安排 运输 使 总 利润 最 大 ? 
表 7-14 
种 类 3 


重量 /tt 2 3 4 
利润 80 130 180 
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图 与 网 络 优化 


图 论 是 应 用 十 分 广泛 的 运 宕 学 分 文 , 它 已 广泛 地 应 用 在 物理 学 、 化 学 、 控 制 论 \ 信 
恩 论 、 科 学 管理 ,电子 计算 机 等 各 个 领域 。 在 实际 生活 、 和 生产 和 科学 全 究 中 ,有 很 多 问 
题 可 以 用 图 论 的 理论 和 方法 来 解决 。 例 如 ,在 组 织 生产 中 ,为 完成 菜 项 生产 任务 ,各 工 
序 之 间 怎 样 衔 接 , 才 能 使 生产 任务 完成 得 既 快 又 好 。 一 个 邮递 员 送 信和 ,要 走 完 他 任 责 
投递 的 全 部 街道 ,完成 任务 后 回 到 邮局 ,应 该 按照 怎样 的 路 线 走 ,所 走 的 路 程 最 短 。 再 
例如 ,各 种 通信 了 网络 的 合理 染 设 ,交通 网 络 的 合理 分 布 等 问题 ,应 用 图 论 的 方法 求解 者 
很 简便 。 

欧 拉 在 1736 年 发 表 图 论 方面 的 第 一 志 论 文 , 解 决 了 着 名 的 哥 尼 斯 您 七 桥 问题 。 哥 尼 
斯 堡 城中 有 一 条 河 叫 普 备 格 尔 河 ,该 河中 有 两 个 咏 , 河 上 有 七 座 桥 。 如 图 8-1(a) 所 示 。 


(a) (b) 


当时 那里 的 居民 热 衰 于 这 样 的 问题 : 一 个 散步 者 能 否 走 过 七 座 桥 , 且 每 座 桥 只 走 过 
一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 。 

1736 年 欧 拉 将 此 问题 归结 为 如 图 8-1(b) 所 示 图 形 的 一 笔画 问题 。 即 能 否 从 某 一 点 
开始 ,不 重复 地 一 笔画 出 这 个 图 形 , 最 后 回 到 出 发 点 。 欧 拉 证 明了 这 是 不 可 能 的 ,因为 
图 8-1(b) 中 的 每 个 点 都 只 与 奇数 条 线 相 关联 ,不 可 能 将 这 个 图 不 重复 地 一 笔画 成 。 这 是 
右 典 图 论 中 的 一 个 著名 问题 。 

随 着 科学 技术 的 发 展 以 及 电子 计算 机 的 出 现 与 广泛 应 用 ,20 世纪 50 年 代 , 图 论 得 到 
进一步 发 展 。 将 庞大 复杂 的 工程 系统 和 管理 问题 用 图 描述 ,可 以 解决 很 多 工程 设计 和 管 
理 决 策 的 最 优化 问题 。 例 如 ,完成 工程 任务 的 时 间 最 少 、 距 离 最 短 、 费 用 最 省 等 。 图 论 受 
到 数学 .工程 技术 及 经 营 管 理 等 各 个 方面 越 来 越 广泛 的 重视 。 
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8.1 图 的 基本 概念 


在 实际 生活 中 ,人 们 为 了 反映 一 些 对 象 之 间 的 关系 ,常常 在 纸 上 用 点 和 线 画 出 各 种 各 
样 的 示意 图 。 

例 8-1 图 8-2 是 我 国 北 京 、 上 海 等 10 个 城市 间 的 铁路 交通 图 ,反映 了 这 10 个 城市 
间 的 铁路 分 布 情况 。 这 里 用 点 代表 城市 ,用 点 和 点 之 间 的 连 线 代表 这 两 个 城市 之 间 的 铁 
路 线 。 诸 如 此 类 的 还 有 电话 线 分 布 图 ,煤气 演 道 图 .航空 线 图 特 。 

例 8-2 有 甲乙 天 、 丁 成 5 个 球 队 ,它们 之 间 比 赛 的 情况 ,也 可 以 用 图 表示 出 来 。 
己 知 甲 队 和 其 他 各 队 都 比赛 过 一 次 , 乙 队 和 甲 . 丙 队 比 赛 过 , 丙 队 和 甲乙 、 丁 队 比 赛 过 , 丁 
队 和 甲 . 丙 \、 戊 队 比 赛 过 ,成 队 和 甲 、 丁 队 比 赛 过 。 为 了 反映 这 个 情况 ,可 以 用 点 vi ,v; ,vs， 
vssvs 分 别人 代表 这 5 个 队 , 某 两 个 队 之 间 比 赛 过 ,就 在 这 两 个 队 所 相应 的 点 之 间 连 一 条 
线 , 这 条 线 不 过 其 他 的 点 ,如 图 8-3 所 示 。 

例 8-3 某 单 位 储存 8 种 化 学 药品 ,其 中 某 些 药品 是 不 能 存放 在 同一 个 库房 里 的 。 
为 了 反映 这 个 情况 ,可 以 用 点 ;vi ，… ,vs 分 别人 代表 这 8 种 药品 ,各 药品 w 和 药品 v; 是 
不 能 存放 在 同一 个 库房 的 , 则 在 wv 和 w; 之 间 连 一 条 线 。 如 图 8-4 所 示 。 从 这 个 图 中 可 以 
看 到 ,至 少 要 有 4 个 库房 ,因为 vw ,vs ,vs ,vs 必须 存放 在 不 同 的 库房 里 。 事 实 上 ,4 个 库房 
就 足够 了 。 例 如 ，,{(uj tvoyorj tn (tau 各 存放 在 一 个 库房 里 (这 一 类 寻求 库 
房 的 最 少 个 数 问 题 ,属于 图 论 中 的 所 谓 染 色 问 题 ,一 般 情 况 下 是 尚未 解决 的 ) 。 


| 大 津 


济 琴 ,者 


祭 州 _ 连云港 


一 上 海 
武汉 | 
图 8-2 图 8-3 


从 以 上 几 个 例子 可 兄 , 可 以 用 由 点 及 点 与 点 的 连 线 所 构成 的 图 ,去 反映 实际 生活 中 采 
些 对 象 之 间 的 某 个 特定 的 关系 。 通 常用 点 代表 人 研究 的 对 象 ( 如 城市 、 球 队 、 药 品 等 ), 用 所 
配点 的 连 线 表 示 这 两 个 对 复 之 间 有 特定 的 关系 (如 两 个 城市 间 有 铁路 线 .两 个 球 队 比 均 
过 两 种 药品 不 能 存放 在 同一 个 库房 里 等 ) 。 

因此 ,可 以 说 图 是 反映 对 象 之 间 关 系 的 一 种 工具 ,在 一 般 情 况 下 ,图 中 点 的 相对 位 置 
如 何 ,点 与 点 之 间 连 线 的 长 短 曲直 ,对 于 反映 对 象 之 间 的 关系 ,并 不 重要 。 如 例 8-2, 也 可 
以 用 图 8-5 所 示 的 图 去 反映 5 个 球 队 的 比 豆 情况 ,这 与 图 8-3 没有 本 质 的 区 别 。 所 以 ,图 
论 中 的 图 与 几何 图 .工程 图 是 不 同 的 。 
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前 面 几 个 例子 中 涉及 的 对 象 之 间 的 “关系 ”具有 “对 称 性 ”, 就 是 说 ,如 果 甲 与 己 有 这 种 
关系 ,那么 同时 乙 与 甲 也 有 这 种 关系 。 例 如 四 药品 不 能 和 乙 药 品 放 在 一 起 ,那么 , 乙 药品 
当然 也 不 能 和 甲 药 品 放 在 一 起 。 在 实际 生活 中 ,有 许多 关系 不 具有 这 种 对 称 性 。 比 如 人 
们 之 间 的 认识 关系 , 甲 认 识 乙 并 不 意味 着 乙 也 认识 甲 。 比 喜 中 的 胜 针 关系 也 是 这 样 , 甲 胜 
乙 和 乙 胜 甲 是 不 同 的 。 反 映 这 种 非 对 称 的 关系 ,只 用 一 条 连 线 就 不 行 了 。 如 例 8-2, 如 果 
人 们 关心 的 是 5 个 球 队 比 枢 的 胜 负 情况 ,那么 从 图 8-3 中 就 看 不 出 来 了 于。 为 了 反映 这 
类 关系 ,可 以 用 一 条 融入 涉 的 连 线 表示 。 例 如 球 队 wv 胜 了 球 队 wv, 可 以 从 wv 引 一 条 市 泪 
头 的 连 线 到 v,。 图 8-6 反 映 了 5 个 球 队 比 可 的 胜 负 情况, 可见 妆 三 胜 一 负 ,w 打 了 3 场 
球 ,全 负 等 。 类 似 胜 负 这 种 非 对 称 性 的 关系 ,在 生产 和 生活 中 是 稍 见 的 ,如 交通 运输 中 的 
“单行 线 ”, 部 门 之 则 的 领导 与 补 领 导 的 关系 一 项 工程 中 各 工序 之 则 的 先后 关系 等 。 


Ca | Th Th3 Ta Ths 


图 8-5 图 8-6 


综 上 所 述 ,一 个 图 是 由 一 些 点 及 一 些 点 之 间 的 连 线 (不 市 箭头 或 审 箭 头 ) 所 组 成 的 。 
为 了 区 别 起 见 , 把 两 点 之 间 的 不 带 第 头 的 连 线 称 为 边 , 带 箭头 的 连 线 称 为 弧 。 
如 来 一 个 图 G 是 由 点 及 边 所 构成 的 , 则 称 之 为 无 向 图 (也 简称 为 图 ), 记 为 G= 
(VF), 式 中 V,E 分 别 是 G 的 点 集合 和 边 集 合 。 一 条 连接 点 vi,v;EV 的 边 记 为 Lv ,vj 
(或 | ww ,vw; |)。 
如 果 一 个 图 五 是 由 点 及 弧 所 构成 的 , 则 称 为 有 向 图 , 记 为 了 = 一 (V,A), 式 中 V,A 分 
别 表 示 D 的 点 集合 和 弧 集合 。 一 条 方 条 是 从 vv， : 指 朵 vw，; 的 弧 记 为 (vw i 
图 8-7 是 一 个 无 回 图 。 
到 一 
其 中 
ei—=[Lv ,vs |,es = Lv ,vw jes 一 [Luz ,vs |,es = Lv ,vw | 
=[vw ,vw | ,es = Lv ,vs ,er = Lv ,vv ) 
图 8-8 是 一 个 有 向 图 ， 


V 二 {vw ys Uo sy Us sod ss se s Ur b ;各 二 {a so ads dd 1 } 


Wl (Ul » Th ) 人 2 一 (TU sy Us) s C3 一 ( Us s Us ) a 4 一 (Ts s Te ) 


ws — (vw, FO st 一 (zy 2 5 一 (my ,a ) se 一 (Us ys) 
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wg 一 ( Us a Ch ) st10 一 ( Us s CI ) 位 11 一 (ve a TT ) 


图 8-7 图 8-8 


图 G 或 图 DD 中 的 点 数 记 为 p(G) 或 p(D), 边 ( 弧 ) 数 记 为 gq(G)(g(D))。 在 不 会 引起 
混 清 的 情况 下 ,也 分 别 简 记 为 p,g。 

下 面 介 绍 篆 用 的 一 些 名 词 和 记号 , 先 考 虑 无 癌 图 G 王 (V ,EE)。 

夺 边 e 王 Lu;v]EE, 则 称 w,wv 是 e 的 端点 ,也 称 w,v 是 相 邻 的 。 称 e 是 点 wu (及 点 vo) 的 
关联 边 。 厂 图 G 中 , 菏 个 边 e 的 两 个 端点 相同 , 则 称 e 是 环 ( 如 图 8-7 中 的 er), 厂 两 个 点 
之 间 有 多 于 一 条 的 边 , 称 这 些 边 为 多 重 边 (如 图 8-7 中 的 ej ,es)。 一 个 无 环 , 无 多 重 边 的 
图 称 为 简单 图 ,一 个 无 环 ,但 允许 有 多 重 边 的 图 称 为 多 重 图 。 

以 点 区 为 端点 的 边 的 个 数 称 为 ww 的 次 , 记 为 dc(z) 或 do)。 如 图 8-7 中 ,do ) 王 4， 
dv ) 二 3,d(vws) 二 3,d(w) 二 4( 环 e 在 计算 dm ) 时 算 作 两 次 ) 。 

称 次 为 1 的 点 为 悬挂 点 ,悬挂 点 的 关联 边 称 为 悬挂 边 ,次 为 零 的 点 称 为 孤立 点 。 

定理 1 图 G==(V,E) 中 ,所 有 点 的 次 之 和 是 边 数 的 两 售 , 即 

2d (v) 一 2g 


ve WV 
这 是 显然 的 ,因为 在 计算 各 点 的 次 时 ,每 条 边 被 它 的 端点 各 用 了 一 次 。 
次 为 奇数 的 点 , 称 为 育 点 ,人 否则 称 为 偶 点 。 
定理 2 任 一 个 图 中 , 奇 点 的 个 数 为 偶数 。 
证 明 设 Vi 和 Vs 分 别 是 G 中 奇 点 和 侦 点 的 集合 ,由 定理 1, 有 


Dd + Dd(w) = Sd(v) = 2g 


veEV] veEV, VE 
因 jd (v) 是 偶数 ， Yjd (vw) 也 是 偶数 , 故 ,dy 必定 也 是 偶数 ,从 而 Vi 的 点 数 
veE VW veE Vy, veEV 
是 偶数 。 
给 定 一 个 图 Cr 一 (Y , 丘 ) ;一 个 点 \ 边 的 交错 序列 ve 9 ? Ui, ?Ci RE 3 ? Ui, ) , 如 


果 满 足 e 三 [w ,vi jj] (it 二 1,2,…, 上 kk 一 1), 则 称 为 一 条 联结 ww 和 vw 的 链 , 记 为 
(va 9 Us 4""" ?Ui ) ,有 时 称 点 Ui, 9 Ui, 4""" sj 为 链 的 中 旧 ] 一 本 
链 (vw; » Ui, ~ i 9 Di ) 中 Ti OU ; 则 称 之 为 一 个 圈 证 (mi 9 Ui, 机 Ti | ?Di ) o a 
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链 (va To ) 中 ,局 Wi 都 是 不 同 的 ， 则 称 之 为 初等 链 ; 右 圈 (mi 和 
ov ,v0 ) 中 ,vw ;vw ,…,v 都 是 不 同 的 , 则 称 之 为 初等 圈 ; 若 链 ( 圈 ) 中 含 的 边 均 不 相 
同 , 则 称 之 为 简单 链 ( 圈 )。 以 后 说 到 链 ( 圈 ) ,除非 特别 交代 , 均 指 初等 链 ( 圈 )。 

例如 图 8-9 中 (oyvz v3;v4 ;v5 v39v63v7) 是 一 条 简单 链 , 但 不 是 初等 链 , (vi ,vz ,vs， 
ve sv7) 是 一 条 初等 链 。 这 个 图 中 ,不 存在 联结 vw 
和 mm 的 链 。(my my sv ) 是 一 个 初等 图， 
(um yolyv yusy oo yoyo wu) 是 向 单 圈 ,但 不 是 
初等 圈 。 

图 G 中 , 符 任 何 两 个 点 之 间 ,至 少 有 一 条 链 ， 
则 称 G 是 连通 图 ,否则 称 为 不 连通 图 。 在 G 是 不 
连通 图 , 它 的 每 个 连通 的 部 分 称 为 G 的 一 个 连通 
分 图 (也 简称 分 图 )。 如 图 8-9 是 一 个 不 连通 图 ， 图 8-9 
它 有 两 个 连通 分 图 。 

给 了 一 个 图 G 二 (V,E) ,如果 图 G = 二 (V ,EE ), 使 V=V 及 E’CE, 则 称 G 是 G 的 一 
个 支撑 子 图 。 

设 vEV(G), 用 G-v 表示 从 图 G 中 去 挥 点 vv 及 wv 的 关联 边 后 得 到 的 一 个 图 。 

例如 若 G 如 图 8-10(a) 所 示 , 则 G-v， 见 图 8-10(b)。 图 8-10(c) 是 图 G 的 一 个 支撑 
1 


Tg 


Ti] 下 
Wh Ta Th ; Th 
by Ts Ta This Tq Ts 
(b) (ci 
图 8-10 


现在 讨论 有 向 图 的 情形 。 设 给 了 一 个 有 向 图 ,D=(V,A), 从 忆 中 去 掉 所 有 弧 上 的 箭 
头 ,就 得 到 一 个 无 向 图 , 称 之 为 DD 的 基础 图 , 记 之 为 G(D)。 

给 D 中 的 一 条 弧 4 二 (u,v), 称 为 a 的 始点 ,vv 为 a 的 终点 , 称 弧 a 是 从 ww 指 问 v 的 。 

漠 (o at as 人 04 39D) 是 了 DD 中 的 一 个 友 台 区 第 序列 ,如 采 这 个 序列 在 
基础 图 G(D) 中 所 对 应 的 点 边 序列 是 一 条 链 , 则 称 这 个 点 弧 交 错 序列 是 D 的 一 条 链 。 类 
似 定义 加 和 初等 链 ( 圈 )。 

如 果 (m ya ma ya 下 va 下 ) 是 万 中 的 一 条 链 , 并 且 对 三 12，… 并 一 1， 
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均 有 a 一 (vw, ,vw ), 称 之 为 从 vs 到 mw 的 一 条 路 。 若 路 的 第 一 个 点 和 最 后 一 点 相同 , 则 称 
之 为 回路 。 类 似 定 义 初 等 路 (回路 ) 。 

例如 图 8-8 中 Cvs (ns yp (oo mm) yoynlyoy (no no) 是 一 个 回路 ， 
(CoCo Cu) U04 《v4svV6),ve) 是 从 到 we 的 路 ,Cvi, (vi ,v3) ,vs, (vs ,vs), 
vs (vs sv ) ,v6 ) 是 一 条 链 , 但 不 是 路 。 

对 无 回 图 , 链 与 路 ( 圈 与 回路 ) 这 两 个 概念 是 一 致 的 。 

类 似 于 无 问 图 ,可 定义 便 单 有 问 图 、 多 重 有 问 图 ,图 8-8 是 一 个 简单 有 加 图 。 以 后 除 
特别 交代 外 ,说 到 图 (有 向 图 ) 均 指 简 单 图 (简单 有 向 图 )，。 


8.2 树 


在 各 式 各 样 的 图 中 ,有 一 类 图 是 极其 简单 然而 却 是 很 有 用 的 ,这 就 是 树 。 

例 8-4 已 若 有 五 个 城市 ,要 在 它们 之 间架 设 电 话 线 , 要 求 任何 两 个 城市 都 可 以 互相 
通话 (允许 通过 其 他 城市 ), 并 且 电 话 线 的 根 数 最 少 。 

用 五 个 点 如 ,vz ,v3 ,v4 ,vs 代表 五 个 城市 ,如 果 在 菜 两 个 城市 之 间 染 设 电话 线 , 则 在 相 
应 的 两 个 点 之 间 连 一 条 边 , 这 样 一 个 电话 线 网 就 可 以 用 一 个 图 来 表示 。 自 先 , 为 了 使 任何 
vie ,vs 两 个 城市 都 可 以 通话 ,这 样 的 图 必须 是 连通 的 。 其 次 , 石 图 中 
有 阀 的 话 , 从 加 上 任意 去 反 一 条 边 , 余 下 的 图 仍 是 连通 的 ,这 样 
可 以 省 去 一 根 电话 线 。 因 而 ,满足 要 求 的 电话 线 网 所 对 应 的 图 


。 必定 是 不 含 圈 的 连通 图 。 图 8-11 代表 了 满足 要 求 的 一 个 电话 
线 网 。 
U3 定义 1 一 个 无 冉 的 连通 图 称 为 树 。 
图 8-11 例 8-5 茶 工 厂 的 组 织 机 构 如 图 8-12 所 示 。 如 果 用 图 表 


示 ,该 工厂 的 组 织 机 构图 就 是 一 个 树 ( 如 图 8-13 所 示 )。 


生产 计划 科 
、 设计 组 
a Rg 
A 供销 科 
财务 科 
行政 科 
铸造 工段 
人 一 车 同一 下。 钠 压 工 县 
办 二 夺 辣 
A 三 车 间 
室 四 车 间 


图 8-12 图 8-13 


第 8 章 图 与 网 络 优化 


下 面 介 绍 树 的 一 些 重 要 性 质 。 

定理 3 设 图 G 二 (V,E) 是 一 个 树 ,p(G) 宇 2, 则 G 中 至 少 有 两 个 悬挂 点 。 

证 明 令 忆 二 (vw,vs,… ,vi) 是 G 中 含 边 数 最 多 的 一 条 初等 链 , 因 p(G) 宇 2, 并 且 G 
是 连通 的 , 故 链 P 中 至 少 有 一 条 边 , 从 而 vi 与 v 是 不 同 的 。 现 在 来 证 明 ; wv, 是 上 甚 挂 点 ， 
即 Co) 二 1。 用 反 证 法 ,如果 dd(w) 宇 2, 则 在 在 边 [w ;vw jj, 使 区 隆 2。 夺 点 wv 不 在 P 上 ， 
那 公 (vw, ,vi ;v2 ，… zw) 是 G 中 的 一 条 初等 链 , 它 含 的 边 数 比 了 多 一 条 ,这 与 己 是 含 边 数 
最 多 的 初等 链 矛 盾 。 契 点 友 在 P 上 ,那么 (oo) 是 G 中 的 一 个 圈 , 这 与 树 的 
定义 矛盾 。 于 是 必 有 d(vi) 二 1, 即 w 是 悬 排 点 。 同 理 可 证 v 也 是 悬挂 点 ,因而 CG 至 少 有 
两 个 悬挂 点 。 

定理 4 图 G 二 (V,E) 是 一 个 树 的 充分 必要 条 件 是 G 不 含 圈 , 旦 恰 有 z 一 1 条 边 。 

证 明 必要 性 设 G 是 一 个 树 ,根据 定义 ,G 不 含 圈 , 故 只 要 证 明 G 恰 有 pp 一 1 条 边 。 
对 点 数 p 施行 数学 归纳 法 。p= 二 1,2 时 ,结论 显然 成 立 。 

假设 对 点 数 p 筷 nn 时 ,结论 成 立 。 设 树 G 含 2 十 1 个 点 。 由 定理 3,G 含 悬 挂 点 , 设 症 
是 G 的 一 个 悬挂 点 ,考虑 图 G 一 v0, 易 见 p(G 一 ) 二 nyg(G 一 ) 二 gq(G) 一 1。 因 G 一 vw 
是 n 个 点 的 树 , 由 归纳 假设 ,gqg(G 一 vw) 二 n 一 1, 于 是 

q(0O)=g(G—w Tl1=(n—1)T1=n=p(G)—1 

充分 性 ”只 要 证 明 G 是 连通 的 。 用 反 证 法 , 设 G 是 不 连通 的 ,G 含 ; 个 连通 分 图 G,， 
Ca ,G(s 宇 2)。 因 每 个 G,(i 一 1,2,…,s) 是 连通 的 ,并 且 不 含 圈 , 故 每 个 G, 是 树 。 设 GG 
有 pi; 个 点 , 则 由 必要 性 ,G; 有 pb; 一 1 条 边 ,于 是 

q(G) = >)qg(G) 一 > (太一 1) 一 2pm—s= p(G)— sp(G)—2 
一 一 1 一] 

这 与 g(G)= 二 p(G) 一 1 的 假设 矛盾 。 

定理 5 图 G= 二 (V,E) 是 一 个 树 的 充分 必要 条 件 是 G 是 连通 图 ,并 且 

q(G)=p(G)—1 

证 明 必要 性 设 G 是 树 , 根 据 定义 ,G 是 连通 图 ,由 定理 4,g(G)= 二 p(G) 一 1。 

充分 性 ”只 要 证 明 G 不 含 圈 ,对 点 数 施 行 归 纳 。p(G)= 二 1,2 时 ,结论 显然 成 立 。 设 
p(G) 二 n(n 宇 1) 时 结论 成 立 。 现 设 p(G) 二 nn 十 1, 首 先 证 明 G 必 有 悬挂 点 。 右 不然 , 因 G 
是 连通 的 , 且 p(G) 宇 2, 故 对 每 个 点 vi,; 有 d(vi) 宇 2。 从 而 

q(G) = $a > p(G) 

这 与 g(G) 一 p(G) 一 1 矛盾 , 故 G 必 有 悬挂 点 。 设 wv 是 G 的 一 个 悬挂 点 ,考虑 G 一 vi ,这 
个 图 仍 是 连通 的 ,g(G 一 v1) 二 gqg(G) 一 1 一 pCG) 一 2 一 p(G 一 vw ) 一 1, 由 归纳 假设 知 G 一 wi 不 
含 圈 , 于 是 G 也 不 含 圈 。 

定理 6 图 G 是 树 的 充分 必要 条 件 是 任意 两 个 硕 点 之 间 恰 有 一 条 链 。 

证 明 必要 性 因 G 是 连通 的 , 故 任 两 个 点 之 间 至 少 有 一 条 链 。 但 如 果 某 两 个 点 之 
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间 有 两 条 链 的 话 , 那 么 图 G 中 含有 团 , 这 与 树 的 定义 予 盾 ,从 而 任 两 个 点 之 间 愉 有 
一 条 链 。 

充分 性 ” 设 图 G 中 任 两 个 点 之 间 恰 有 一 条 链 , 那 么 易 见 G 是 连通 的 。 如 果 G 中 含有 
圈 ,那么 这 个 圈 上 的 两 个 顶点 之 间 有 两 条 链 ,这 与 假设 矛盾 , 故 G 不 含 圈 , 于 是 G 是 树 。 

由 这 个 定理 ,很 容易 推出 如 下 结论 : 

(1) 从 一 个 树 中 去 掉 任 意 一 条 边 , 则 余下 的 图 是 不 连通 的 。 由 此 可 知 , 在 点 集合 相同 
的 所 有 图 中 , 树 是 含 边 数 最 少 的 连通 图 。 这 样 , 例 8-4 中 所 要 求 的 电话 线 网 就 是 以 这 五 个 


UI 城市 为 点 的 一 个 树 。 
Us (2) 在 树 中 不 相 邻 的 两 个 点 间 添 上 一 条 边 , 则 恰好 得 到 
2 一 个 圈 。 如 果 再 从 这 个 圈 上 任意 去 抒 一 条 边 , 可 以 得 到 一 
个 树 。 
U3 Ua 如 图 y= 11 中 ,添加 [vw ;v1 ,就 得 到 一 个 圈 (vw » U2 9 Us» UL), 
如 果 从 这 个 圈 中 去 掉 一 条 边 [v ,vs], 就 得 到 如 图 8-14 所 示 
a 的 树 。 


8.2.2 图 的 支撑 树 


定义 2 设 图 本 一 (V,E') 是 图 G==(V,E) 的 支撑 子 图 ,如 果 图 T= 二 (V,E’) 是 一 个 树 ， 
则 称 工 是 G 的 一 个 支撑 树 。 
例如 图 8-15(b) 是 图 8-15(a) 所 示 图 的 一 个 支撑 树 。 


3 Ts C3 Ths 
UI < /> Us VI < Us 
Th Th Ch Ta 
(a) (b) 


图 8-15 


若 了 一 (V, 下 ) 是 G 一 (V,E) 的 一 个 支撑 树 , 则 显然 , 树 工 中 边 的 个 数 是 p(G) 一 1,G 
中 不 属于 树 TT 的 边 数 是 g(G) 一 p(G) 十 1。 

定理 7 图 G 有 文 撑 树 的 充分 必要 条 件 是 图 G 是 连通 的 。 

证 明 必要 性 是 显然 的 。 

充分 性 ” 设 图 G 是 连通 图 ,如 果 G 不 含 圈 ,那么 G 本 身 是 一 个 树 , 从 而 G 是 它 自 身 的 

一 个 文 撑 树 。 现 设 G 含 问 , 任 取 一 个 圈 , 从 圈 中 任意 地 去 抒 一 条 边 ,得 到 图 G 的 一 个 文 返 

子 图 C, 。 如 果 Ci 不 含 圈 ,那么 G 是 GG 的 一 个 文 撑 树 ( 因 为 易 见 G 是 连通 的 ); 如 果 GG 
仍 含 圈 ,那么 从 G 中 任 取 一 个 圈 , 从 圈 中 再 任意 去 掉 一 条 边 ,得 到 图 G 的 一 个 支撑 子 图 
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Gz, 如 此 重复 ,最 终 可 以 得 到 G 的 一 个 支撑 子 图 Gi, 它 不 含 圈 , 于 是 G 是 G 的 一 
支撑 树 。 

定理 7 充分 性 的 证 明 ,提供 了 一 个 寻求 连通 图 的 支撑 树 的 方法 。 这 就 是 任 取 一 个 圈 ， 
从 圈 中 去 挨 一 对 余下 的 图 重复 这 个 步骤 ,下 到 不 含 疾 时 为 止 , 即 得 到 一 个 支撑 树 , 称 这 
种 方法 为 “ 破 圈 ; 

例 8-6 在 多 8-16 中 ,用 破 峰 法 求 出 图 的 一 个 支撑 树 。 

解 取 一 个 圈 (wi ,vz ,vs ,v1), 从 这 个 圈 中 去 掉 边 es 一 [|vz ,vs |; 在 余下 的 图 中 ,再 取 

一 个 圈 (vw ,vw ,va ;v3 ,v1)， 去 掉 边 e4 一 Lv ,vs |; 在 余下 的 图 中 ， i bn a Me 
边 es 二 [vs ,vs ]; 再 从 圈 (u um ,vs ,vy ,v3 o) 中 去 抒 边 eg 二 [vs ,vs]。 这 时 ,剩余 的 图 中 不 
含 阐 ,于 是 得 到 一 个 支撑 树 ,如 图 8-16 中 粗 线 所 示 。 

也 可 以 用 男 一 种 方法 来 寻求 连通 图 的 支撑 树 。 在 图 中 任 取 一 条 边 ej, 找 一 条 与 ei 不 
构成 圈 的 边 e; ,再 找 一 条 与 {ei ,es} 不 构成 圈 的 边 es ,一 般 , 设 已 有 {el ,es，… ,es), 找 一 条 
本 {eliyez, ,e4}) 中 的 任何 一 些 边 不 构成 圈 的 边 e411。 重复 这 个 过 程 , 百 到 不 能 进行 为 止 。 
这 时 ,由 所 有 取出 的 边 所 构成 的 图 是 一 个 支撑 树 , 称 这 种 方法 为 “ 避 圈 法 ”。 

例 8-7 在 图 8-17 中 ,用 避 圈 法 求 出 一 个 文 撑 树 。 

解 ” 首 先 任 取 边 ej , 因 e; 与 ei 不 构成 圈 , 所 以 可 以 取 es ,因为 es 与 {fe1,e;}) 不 构成 圈 ， 
故 可 以 取 es( 因 es 与 {ei ;es 构成 一 个 圈 (w yoyo) 所 以 不 能 取 ey); 因 e 与 fe1 ,es， 
es} 不 构成 圈 , 故 可 取 eg; 因 es 与 {fe1 ,ez ,es ses} 不 构成 圈 , 故 可 取 。, (注意 ， 因 ey 与 {ei ,ei， 
es ;e6} 中 的 es ,es 构成 圈 (uw ,vs yoyvz), 故 不 能 取 er1)。 这 时 由 {ei ,ez ,es ,esses) 所 构成 的 
图 就 是 一 个 支撑 树 , 如 图 8-17 中 粗 线 所 示 。 
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图 8-16 图 8-17 


实际 上 ,由 定理 4, 定 理 5 可 知 , 在 “ 破 圈 法 ”中 去 挥 的 边 数 必 是 g(G) 一 p(G) 十 1 条， 
在 “ 避 圈 法 ”中 取出 的 边 数 必定 是 p(G) 一 1 条。 


8.2.3 最 小 支撑 树 问题 
定义 3 给 图 G=(V,E), 对 G 中 的 每 一 条 边 [Lu ,v; ,相应 地 有 一 个 数 CO , 则 称 这 样 
的 图 G 为 赋 权 图 ,vw; 称 为 边 Lv;,v; jj 上 的 权 。 
这 里 所 说 的 “ 权 ”, 是 指 与 边 有 关 的 数量 指标 。 根 据 实 际 问题 的 需要 ,可 以 赋予 它 不 同 
含义 ,例如 表示 距离 .时间 、 费 用 等 。 
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赋 权 图 在 图 的 理论 及 其 应 用 方面 有 着 重要 的 地 位 。 赋 权 图 不 仅 指 出 各 个 点 之 间 的 邻 
接 关 系 ,而且 同时 也 表示 出 各 点 之 间 的 数量 关系 。 所 以 , 赋 权 图 被 广泛 地 应 用 于 解决 工程 
技术 及 科学 生产 管理 等 领域 的 最 优化 问题 。 最 小 支撑 树 问题 就 是 赋 权 图 上 的 最 优化 问 
ee 

设 有 一 个 连通 图 G 一 (V,E) ,每 一 边 e 一 Lv; ,vj」, 有 一 个 非 猴 权 

wle)—=rw; 《ri 之 0) 

定义 4 如 果 T=(V,E') 是 G 的 一 个 支撑 树 , 称 E' 中 所 有 边 的 权 之 和 为 支撑 树 工 的 

权 , 记 为 ww(T)。 即 


WA) 二 » i; 


[vo JET 

如 果 文 撑 树 T* 的 权 w(T* ) 是 G 的 所 有 文 撑 树 的 权 中 最 小 者 , 则 称 T* 是 G 的 最 小 
支撑 树 ( 人 简称 最 小 树 )。 即 

wT ) 一 min YOUC 了 ) 

式 中 对 G 的 所 有 支撑 树 TT 取 最 小 。 

最 小 支撑 树 问 题 就 是 要 求 给 定 连通 赋 权 图 G 的 最 小 支撑 树 。 

假设 给 定 一 些 城市 ,已 知 每 对 城市 间 交 通 线 的 建造 费用 。 要 求 建 造 一 个 联结 这 些 城 
市 的 交通 网 ,使 总 的 建造 费用 最 小 ,这 个 问题 就 是 赋 权 图 上 的 最 小 树 问 题 。 

下 面 介 绍 求 最 小 树 的 两 个 方法 。 

1. 训 圈 法 (Kruskal) 

开始 选 一 条 最 小 权 的 边 , 以 后 每 一 步 中 ,总 从 与 已 选 边 不 构成 圈 的 那些 未 选 边 中 , 选 
一 条 权 最 小 的 。( 每 一 步 中 ,如 果 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 都 是 权 最 小 的 边 , 则 从 中 任 选 
一 条 。) 
的 具体 步骤 如 下 : 给 定 赋 权 图 G 二 (V,E)。 

第 一 步 ; 令 i 一 1,E, 一 信 ( 训 表示 空 集 )， 

第 二 步 : 

(2.1) 如 果 ;一 总 G) ,那么 T= 二 (V ,Ei-1) 是 最 小 支撑 树 ,算法 终止 。 

(2.2) 如 果 i 二 p(G), 选 一 条 边 eE E\E;-1 ,使 e; 是 使 (V,E;-1U te})) 不 含 圈 的 所 有 
边 eCeEENAE; 1) 中 权 最 小 的 边 。 如 果 这 样 的 边 不 存在 , 则 说 明 图 G 不 含 支撑 树 , 从 而 也 
就 没有 最 小 支撑 树 ,算法 终止 。 否 则 , 邻 FE; 二 FE;_1Ute;), 转 入 第 三 步 。 

第 三 步 ; 把 i 换 成 i 十 1, 转 人 第 二 步 。 

在 证 明 这 个 方法 的 正确 性 之 前 , 先 介 绍 一 个 例子 。 

例 8-8 某 工厂 内 联结 六 个 车 间 的 道路 网 如 图 8-18(a) 所 示 。 已 知 每 条 道路 的 长 ,要 
求 沿 道路 架设 联结 六 个 车 间 的 电话 线 网 ,使 电话 线 的 总 长 最 小 。 

解 ” 这 个 问题 就 是 求 如 图 8-18(a) 所 示 的 赋 权 图 上 的 最 小 树 ,用 避 圈 法 求解 。 

1 一 1 ,Eo 一 名, 从 EE 中选 最 小 权 边 [vs ,vs ] ,五 ,一 (La ,vs |); 
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Us 


图 8-18 


3 从 E\E, 中 选 最 小 权 边 [vs ,Us |([ vw ee | 村 | ;vs | 不 构成 圈 )， Fs = -{[ vw is 


[vw ,v4 |}; 
2 3, 从 EN\E, 中 六 | ws COV E,W {| ws ||} ) 不 舍 国人 下 一 {| vw a | KE ,Us |， 
[vs jw | 


i 二 4; 从 EYE, 中 选 Lvs ,ve jj] (或 选 | mm sw Vs EE U (Lvs ,vj )) 不 含 圈 ), 令 上 4 一 
{Lv ,vs | ,Lv ,v4 | ,Lv ,Us | ,| mx ,ve |}; 

i 一 5, 从 FE\E, 中 选 Lm ;v2 |((V ,EF U (La ,v2 | ) ) 不 含 圈 )。 注意 , 因 | ms ;ve | 与 已 选 边 
Lvs v5 ;Lvs ,ve 构成 圈 , 所 以 虽然 [ws,vwe jj] 的 权 小 于 [wi ,wz jj] 的 权 , 但 这 时 不 能 选 Lv ,we |]， 
sO {Lv ,vs |， |v ,v4 |， [vs ,vs |， [vs ,ve |， [v1 ,va |}; 

i 一 6, 这 时 , 任 一 条 未 选 的 边 都 与 已 选 的 边 构 成 圈 , 所 以 算法 终止 。 

(V ,EF;) 就 是 要 求 的 最 小 树 , 即 电话 线 总 长 最 小 的 电话 线 网 方案 (图 8-18(b)), 电 话 
线 总 长 为 15 单位 。 

现在 来 证 明 方法 1 的 正确 性 。 

令 G 二 (V,E) 是 连通 赋 权 图 ,我 们 只 要 证 明 : i 一 p(G) 时 , TT 二 (V ,Ei-1) 是 最 小 文 
择 例 。 

首先 根据 定理 4, 可 知 T=(V ,已 -:) 是 支撑 树 。 为 方便 起 见 , 记 

EFE(T)= {eyes s*** 9€p—1} 
式 中 ;一 (G6) 

用 反 证 法 来 证 明 本 是 最 小 支撑 树 , 设 工 不 是 最 小 支撑 树 , 在 G 的 所 有 支撑 树 中 , 令 
H 是 与 的 公共 边 数 最 大 的 最 小 文 撑 树 。 因 了 工 与 互 不 是 同一 个 文 撑 树 , 故 工 中 至 少 有 
一 条 边 不 在 互 中 。 令 e;(l 志 ip 一 1) 是 囊 一 个 不 属于 HH 的 边 , 把 e 放 人 五 中 ,必得 到 
一 个 且 仅 一 个 圈 , 记 这 个 圈 为 C。 因 为 工 是 不 含 圈 的 , 故 C 中 必 有 一 条 边 不 属于 本, 记 这 
条 边 为 e。 在 互 中 去 掉 e ,增加 e ,就 得 到 G 的 男 一 个 支撑 树 To 可见 

wo)—=w( HiTw(e,)— we) 
因为 w(H) 三 w(To)( 因 理 是 最 小 支撑 树 ), 推 出 w(e) 三 w(e;)。 但 根据 算法 ,e; 是 使 
(VlBi sade ,ei) ) 不 含 圈 的 权 最 小 的 边 ,而 (W , (el, ez»*"" se€i—] 'e) ) 也 是 不 含 圈 的 , 故 必 有 
roge) 一 上 Ce) ,从 而 Wi nr T。 也 是 GG 的 一 个 最 小 支撑 树 , 但 是 了 T。 与 
T 的 公共 边 数 比 互 与 工 的 公共 边 数 多 一 条 ,这 与 互 的 选取 蔬 盾 。 
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2. 破 圈 法 

任 取 一 个 圈 , 从 闭 中 去 挥 一 条 权 最 大 的 边 ( 如 果 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 都 是 权 最 大 的 

边 , 则 任意 去 掉 其 中 一 条 )。 在 余下 的 图 中 ,重复 这 个 步骤 ,下 至 得 到 一 个 不 含 圈 的 图 为 
me 图 便 是 最 小 树 。 

例 8-9 用 破 圈 法 求 图 8-18(6a) 所 示 赋 权 图 的 最 小 支撑 树 。 

解 ” 尾 取 一 个 图 ;比如 (orsyww ivnswi)s 边 Lussw |] 是 这 个 圈 中 权 最 大 的 边 ; 于 是 于 去 
[wi ,ws |; ee ;Us U2 sv3 ) ,去 掉 [vws ,vs |]; 取 圈 (ws ,ov ,vs), 去 掉 [vs ,vs |]; 取 碟 
Cvs sve sv49v05)， 这 个 圈 中 ,Lvs ,ve 及 Lv ,ve 都 是 权 最 大 的 边 ,去 掉 其 中 的 一 条 ,比如 说 
[va ,ve |。 ee 得 到 一 个 不 含 圈 的 图 (如 图 8-18(b) 所 示 ), 即 为 最 小 树 。 

关于 破 圈 法 的 正确 性 略 去 证 明 ，。 


8.3 最 短路 问题 


8.3.1 引 例 


例 8-10 已 知 如 图 8-19 所 示 的 单行 线 交 通 网 ,每 踊 劳 的 数字 表示 通过 这 条 单行 线 
所 需要 的 费用 。 现 在 某 人 要 从 wv 出 发 ,通过 这 
个 交通 网 到 vs 去 , 求 使 总 费用 最 小 的 旅行 路 线 。 
可 见 , 从 wv 到 ws 的 旅行 路 线 是 很 多 的 , 例 
如 可 以 从 站 出 发 ,依次 经 过 vs 然后 到 vs; 
也 可 以 从 vw 出 发 ,依次 纤 ee 
vs 等 。 不同 的 路 线 , 所 需 总 费用 是 不 同 的 。 
如 , 按 前 一 个 路 线 , 总 费用 是 6 十 1 十 6 一 13 ey 
图 8-19 而 按 后 一 个 路 线 ,总 费用 是 3 十 2 十 10 十 2 十 4 一 21 
单位 。 不 难看 到 ,用 图 的 语言 来 描述 ,从 vw 到 ws 
的 旅行 路 线 与 有 癌 图 中 从 vi 到 ws 的 路 是 一 一 对 应 的 。 一 条 旅行 路 线 的 总 费用 就 是 相应 
的 从 vi 到 vs 的 路 中 所 有 弧 劳 数字 之 和 。 当 然 , 这 里 说 到 的 路 可 以 不 是 初等 路 。 例 如 某 
人 从 到 vs 的 旅行 路 线 可 以 是 从 vo 出 发 ,依次 经 v3 ,v4,ve svs vo,veo ,v7 ,最 后 到 达 vs。 
这 条 路 线 相应 的 路 是 (voi ,vs ,v4 ,ve vs v4,v6 v7 v8) ,总 费用 是 47 单位 。 
从 这 个 例子 可 以 引出 一 般 的 最 短路 问题 ,给 定 一 个 赋 权 有 问 图 , 即 给 了 一 个 有 问 图 
D 二 (VV ,A), 对 每 一 个 弧 4 二 (vw; ,vj), 相 应 地 有 权 wla) 二 wi; ,又 给 定 D 中 的 两 个 顶点 ws， 
ve。 设 P 是 D 中 从 v, 到 ww, 的 一 条 路 ,定义 路 也 的 权 是 已 中 所 有 弧 的 权 之 和 ，, 记 为 ww(CP) 。 
最 短路 问题 就 是 要 在 所 有 从 wv, 到 ww, 的 路 中 , 求 一 条 权 最 小 的 路 , 即 求 一 条 从 wv, 到 vw, 的 路 
Po ,使 


wl P,) = minww (lpP) 
P 
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式 中 对 D 中 所 有 从 wv, 到 vw, 的 路 P 取 最 小 , 称 Po。 是 从 vw, 到 w, 的 最 短路 。 路 Po 的 权 称 
为 从 wv, 到 的 距离 , 记 为 d(v,,v,)。 显 然 ,d (vw,;,v,) 与 dlv,,v,) 不 一 定 相 等 。 

最 短路 问题 是 重要 的 最 优化 问题 之 一 , 它 不 仅 可 以 下 接应 用 于 解决 生产 实际 的 许多 
问题 ,如 管道 铺设 、. 线 路 安排 厂区 布局 .设备 更 新 等 ,而 且 经 党 被 作为 一 个 基本 工具 ,用 于 
解决 其 他 的 优化 问题 。 


8.3.2 最 短路 算法 


本 小 方 将 介绍 在 一 个 赋 权 有 问 图 中 寻求 最 短路 的 方法 ,这 些 方 法 实际 上 求 出 了 从 给 
定 一 个 点 v, 到 任 一 个 上 扣 vj 的 最 短路 。 

如 下 事实 是 经 常 要 利用 的 ,如 果 忆 是 D 中 从 wv, 到 ww 的 最 短路 ,vw; 是 P 中 的 一 个 点 ， 
那么 ,从 vw, 沿 P 到 wi 的 路 是 从 wv, 到 vi 的 最 短路 。 事 实 上 ,如 果 这 个 结论 不 成 立 ,; 设 QQ 是 
从 wv, 到 wv; 的 最 短路 , 令 PP 是 从 vv, 沿 Q 到 达 w;, 再 从 vw; 沿 P 到 达 w) 的 路 ,那么 ,P' 的 权 就 
比 P 的 权 小 ,这 与 P 是 从 wv, 到 ww 的 最 短路 巴 盾 。 

首先 介绍 所 有 ww;; 宇 0 的 情形 下 , 求 最 短路 的 方法 。 当 所 有 的 w; 宇 0 时 ,目前 公认 最 
好 的 方法 是 由 Dijkstra 于 1959 年 提出 来 的 。 

Dijkstra 方法 的 基本 思想 是 从 zw 出 发 ,和 逐步 地 加 外 探寻 最 短路 。 执 行 过 程 中 ,与 每 个 
点 对 应 ,记录 下 一 个 数 ( 称 为 这 个 点 的 标号 ), 它 或 者 表示 从 v, 到 该 点 的 最 短路 的 权 ( 称 为 
P 标号 ) ,或 者 是 从 ww 到 该 点 的 最 短路 的 权 的 上 界 ( 称 为 工 标号 ) ,方法 的 每 一 步 是 去 修改 
工 标号 ,并且 把 某 一 个 具 工 标号 的 点 改变 为 具 书 标号 的 点 ,从 而 使 D 中 具 P 标号 的 项 点 
数 多 一 个 ,这 样 ,至 多 经 过 p 一 1 步 ,就 可 以 求 出 从 ww 到 各 点 的 最 短路 。 

在 叙述 Dijkstra 方法 的 具体 步 蛇 之 前 ,以 例 8-10 为 例 说 明 一 下 这 个 方法 的 基本 思 
想 。 例 8-10 中 ,s 二 1。 因 为 所 有 wi 宇 0, 故 有 ao) 一 0。 这 时 ,mm 是 具 P 标号 的 点 。 
现在 考查 从 vo 发 出 的 三 条 绝 ,人 《vyvo) ,Co ;va) 和 (vo ,vw )。 如 果 某 人 从 ol 出 发 沿 (m ,vw,) 
到 达 U2 ,这 时 需要 d (vi » 0] ) Tvwnz—6 单位 的 费用 ; 如 果 他 从 Ul 出 发 , 沿 (m * Ta ) 到 达 U3， 
则 需要 d (vw ,mm) 十 zs 一 3 单位 的 费用 ; 类 似 地 ,在 沿 (o ,wi ) 到 达 vw, 需要 d (wi ,wi) 十 
wa 二 1 单位 的 费用 。 因 

ni ld ddd] 

可 以 断言 ,他 从 vw 出 发 到 wv 所 需要 的 最 小 费用 必定 是 1 单位 , 即 从 m 到 vw 的 最 短 
路 是 (vi wy)d(vi ;v4) 二 1。 这 是 因为 从 vi 到 ww, 的 任 一 条 路 PP, 如果 不 是 (vo ,v0)，; 则 必 
是 先 从 vw 沿 (vi ,vi) 到 达 vz, 或 者 沿 (vi ,vs) 到 达 vw, 而 后 再 从 vs 或 v3 到 ww 去 ,但 如 上 所 
说 ,这 时 候 他 已 需要 6 单位 或 3 单位 的 费用 ,不 管 他 如 何 再 从 vs 或 从 v 到 达 mm ,所 需要 
的 总 费用 部 不 会 比 1 少 ( 因 为 所 有 的 wi;; 主 0)。 因 而 推 知 dCvw ,ws) 二 1, 这 样 就 可 以 使 汉 
变 成 具 PP 标号 的 点 。 

现在 考查 从 vi 及 vw 指 癌 其 余 点 的 弧 , 由 上 已 知 , 从 vi 出发, 分别 沿 Cvi ,vs)、(vi ,vs) 
到 达 (vw ,vs) ,需要 6 单位 或 3 单位 的 费用 ,而 从 出 发 沿 (w ,ve) 到 达 ve, 所 需要 的 费用 
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是 im ym) 十 zu 一 1 十 10 王 11 单位 , 因 
min ez sw) vos redo sn na sd Co st) oe} —d wm 0 ) rs O—3 

基于 同样 的 理由 可 以 断言 ;从 vw 到 w 的 最 短路 是 (vi ,v3),d(vw ;vs) 二 3。 这 样 又 可 
以 使 点 vs 变 成 具 P 标号 的 点 。 如 此 重复 这 个 过 程 ,可 以 求 出 从 vw 到 任 一 点 的 最 短路 。 

在 下 述 Dijkstra 方法 具体 步骤 中 ,用 P(v),T(v) 分 别 表 示 点 wv 的 P 标号 和 T 工 标号 ， 
S; 表示 第 ; 步 时 , 具 己 标号 的 点 的 集合 。 为 了 在 求 出 从 vw 到 各 点 的 距离 的 同时 ,也 求 出 
从 ww 到 各 点 的 最 短路 ,给 每 个 点 vw 芝 什 , 算 法 终止 时 ,如 果 A(v)= 二 m, 表 示 在 从 vv， 
到 zw 的 最 短路 上 ,wv 的 前 一 个 点 是 wv; 如 果 4(v) 二 MM, 则 表示 D 中 不 含 从 wv, 到 ww 的 路 ; 
A(v) 二 0 表示 v 二 vw 

Dijkstra 方法 的 具体 步 马 ， 定 赋 权 有 问 图 D==(V ,A)。 

开始 (i 二 1) 令 9 二 {vw,) We 一 0, 对 每 一 个 v 尖 vw,; 令 T(v)= 二 十 00， 
(mp) 一 AM, 令 有 一 5。 

第 一 步 : 如 果 S 一 V, 算 法 终止 ,这 时 ,对 每 个 vrE Si,d(v,,v) 王 P(v); 否则 转 入 第 二 步 。 

第 二 此 :考查 每 外 便 (asz)EA 昌 友人 9 的 训 T 如果 Ta) 一 PCa) 十 zu 则 把 
T(vw;) 修 改 为 POvi) 十 wi; ;把 A(w;) 修 改 为 &; 否则 转 人 第 三 步 。 

第 三 步 : 令 


如 果 T(uw ) 过 十 ce , 则 把 vj 的 工 标 号 变 为 P 标号 PCv) 二 T(v;), 令 Si+l 一 SU 
1 = ,把 ; 换 成 i 十 1， 转 人 第 一 步 ; 否则 算法 终止 ,这 时 对 每 一 个 NvE Si,d(v,,v) = 
P(vw) ,而 对 每 一 个 uF Si,d(v,,;v) 二 T(v)。 

现在 用 Dijkstra 方法 求 例 8-10 中 从 vi 到 各 个 项 点 的 最 短路 ,这 时 s 二 1。 

(1) i=1 

号 一 下 1 

转 人 第 二 步 , 因 (mm)EA,m ES Po) 十 rr 之 T(vs), 故 把 本 (vw) 修改 为 
P(Cz) 十 ro 一 6 Co ) 修 改 为 1; 

同 理 ,把 Try ) 修 改 为 PC ) 十 ro 一 3 ) 修 改 为 1; 把 TT(w) 修 改 为 PCOv) 十 ws 一 
1,4(Cv 修改 为 1。 

质 人 第 三 2 在 所 有 的 开标 号 中 了 (xu 一 ] 最 小 ;于 是 令 P(w) 二 1, 倒 2 二 D1 U tu 一 
(mi yz 天 一 4。 

(2) 7 一 2 

乱 大 种 二 步 ,把 T(wo) 修 改 为 POv) 十 ww 二 11,1(ws) 修 改 为 4。 

转 入 第 三 步 , 在 所 有 TT 标 号 中 ,T(v)= 二 3 最 小 ,于 是 令 P(uw) 王 3, 令 5; 一 
LU oO 

(3) i 三 3 

轻信 第 二 步 , 因 (vw ,vw)EA,v Ss Tv ) 二 POos) 十 tsz ;把 TT(vw) 修 改 为 Plvs) 十 
rosz 二 5,4(vz ) 修 改 为 3。 


第 8 章 图 与 网 络 优化 zi 
转 人 第 三 步 , 在 所 有 工 标号 中 ,T(u) 王 5 最 小 ,于 是 令 Pl(v) 二 5,S4 二 {v1 ,v4 vs， 
Va) sO 2 
(4) 1 一 4 
转 入 第 二 步 , 把 TT(ws) 修 改 为 P(u ) 十 zs 一 6,1(Cos) 修 改 为 2。 
转 人 第 三 步 , 在 所 有 开标 号 中 ,T(vs) 王 6 最 小 ,于 是 令 PC(vs) 二 6,Ss 二 {vi ,vsvs， 
Vs ,Us 天 一 50。 
《5) 研一 9 
特 人 第 二 步 , 把 TT(ve),T(vi) ,Tvs) 分 别 修改 为 10,9,12, 把 4Cvs), Coz), Aus) 修 
改 为 5。 
转 入 第 三 步 ,在 所 有 工 标号 中 ,Tv ) 三 9 最 小 ,于 是 令 
Plvw)=9, Se={v UV UV Us 9 Vr, k=7 
(6) i=6 
转 入 第 二 步 , (vi ,vs)EA,vs 儿 Se, 但 因 TT(vs) 二 Pvr) 十 wrs;, 故 T(vs) 不 变 。 
转 人 第 三 步 ,在 所 有 本 标号 中 ,T(ve) 二 10 最 小 , 令 
Plw)—10,. Si—{w tirv TD Ue Uy ov} k=6 
(7) i=7 
转 人 第 二 步 , 从 vs 出 发 没有 弧 指 问 不 属于 S;i 的 点 , 故 直 接 转 人 第 三 步 。 
转 人 第 三 步 ,在 所 有 本 标号 中 ,T(vs) 二 12 最 小 , 令 
下 《一 
(BY 8 
待人 第 三 步 , 这 时 仅 有 的 工 标号 点 为 we Tu) 一 十 ce, 放 算 法 终止 。 
算法 终止 时 
Plm)=0, Pl(w)=1, 了 (os) 一 3， P(v)=5, Pa) 一 6， 
下 下 
AZ 一 0， Au) 一 1， ACo) 一 1， A(lv)=3, Ano5) 一 2， 
A(v1)=5, A(ve)=5, A(vs)=5, A(vw, )=M 
这 表示 对 i 二 1,2,…,8,d(visyv;) 二 Pv;) ,而 从 wv 到 ws 不 存在 路 ,根据 4 值 可 以 求 出 
从 vi 到 vw 的 最 短路 (i 二 1,2,… ,8)。 
例如 为 了 求 从 vl 到 vs 的 最 短路 ,考查 A(vs), 因 4A(wvs) 一 5, 故 最 短路 包含 弧 (vs ,vs ) ; 
再 考查 4(vs), 因 A(vs) 二 2, 故 最 短路 包含 弧 (vs ,vs); 类 推 ,A(vs) 二 3,4(vs) 二 1, 于 是 最 短 
路 包含 弧 (v3 ,zz) ,及 (v1 ,v3), 这 样 从 vi 到 vs 的 最 短路 是 (vi ,vs ,vz ,vs ,vs )。 
上 面 介 绍 了 求 一 个 赋 权 有 问 图 中 ,从 一 个 顶点 v, 到 各 个 顶点 的 最 短路 。 对 于 赋 权 
(无 回 ) 图 G=(V ,下 ) ,因为 沿边 [vv | 既 可 以 从 vw; 到 达 wv;, 也 可 以 沿 vw; 到 达 w;, 所 以 边 
[viyv; 可 以 看 做 是 两 条 弛 (vi;,vj) 及 (wv; ,vi) ,它们 具有 相同 的 权 wlLw;,v; |]。 这 样 , 在 一 个 
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赋 权 图 中 ,如 果 所 有 的 ww 全 0, 只 要 把 Dijkstra 方 
法 中 的 “第 二 步 : 考查 每 个 使 (v,,v)EA 且 
v0; 革 S; 的 点 wv;” 改 为 “第 二 步 : 考查 每 个 使 [vw ,wv ] 
EE 有 Hv; 儿 FS; 的 点 v;”, 同 样 地 可 以 求 出 从 vw, 到 各 
太 的 最 短路 (对 于 无 癌 图 , 即 为 最 短 链 )。 
: 例 8-11 用 Dijkstra 方法 求 图 8-20 所 示 的 
EA 赋 权 图 中 ,从 w 到 w 的 最 短路 。 
图 8-20 解 这 里 只 写 出 计算 的 最 后 结果 ,具体 步骤 
留 给 读者 去 完 

Plw )=0,P(w )=1,P(v)=3,P(v,)=5,P(wv;)= oe Pl(vw)=9,P(v,) = 
10.Plo)=11, 

ACID) 一 0 4) 一 1 Ap) 一 1,AGo) 一 3 A(v)—=2 A(v) = Ac) 一 DA ) = 
DA(Vg) 一 9。 

这 样 从 vl 到 vs 的 最 短 链 为 (v1 ,ps ,v2 v5,v09 v8) 总 权 为 11, 从 而 dv ,vs) 一 11。 

现在 来 证 明 Dijkstra 方法 的 正确 性 。 只 要 证 明 : 算法 终止 时 ,对 于 每 一 个 点 vE Si， 
P(v) 是 从 vw, 到 ww 的 最 短路 的 权 , 即 dv,,v)= 二 PC(v) 即 可 。 

对 i 施行 归纳 ,i 二 1 时 ,结论 显然 正确 。 设 对 i 二 n 时 ， We ws 对 每 一 个 we Ss 
dp oo) 一 PICo)。 现 在 考查 i 二 nn 十 1, 因 S41 二 5， Uw ,所 以 只 要 证 有 明 d (v:» Wi 一 
Po )。 根 据 算法 ,w 是 这 时 的 具 最 小 工 标 号 的 点 , 即 

Tt )= mintT, (zi ) } 


这 里 为 了 清晰 起 见 , 用 了 T,(z) 表 示 当 ;一 7 执行 第 三 步 时 点 By 上 假设 互 是 D 中 
任 一 条 从 vw, 到 v， 的 路 ， 因为 v, ES, ,而 化 SS 那么 从 六 出 发 , 沿 五 必 人 存在 一 条 弧 , 它 
的 始点 属于 S, ,而 终点 不 属于 ee 假设 (w ,ww) 是 第 一 条 这 py 
H=(v, sy U,V Uj )， ww HH)=—=w vo wv ;0 2 
由 归纳 假设 ,P(vw,) 是 从 wv, 到 w, 的 最 短路 的 权 , 于 是 
wH)P(v,)Trw, Tw vo, » Uj ) 
根据 方法 中 工 标 号 的 修改 规则 , 因 v,ES,,vFFS,; 故 PCv,) 十 wy 宇 T, (vi)。 
而 工 ， (vi) 之 T,《(v; )，, 故 
wT (mm Tn Tn 


(因为 所 有 的 wi 宇 0, 故 w(vi,*… ,vj,) 宇 0) 二 | 国 
这 就 证 明了 T, (Cuw ) 是 从 v, 到 wv; 的 最 短路 的 权 , 由 方法 ， | 
P(v; ) 二 T,(v; ) ,这 样 就 证 明了 2 一 
(vn Pls 
Dijkstra 算法 只 适用 于 所 有 vw; 三 0 的 情形 , 当 赋 权 有 向 和 


图 中 存在 负 权 时 , 则 算法 失效 。 例 如 在 如 图 8-21 所 示 的 赋 图 8-21 
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权 有 问 图 中 ,如 果 用 Dijkstra 方法 ,可 得 出 从 wv 到 vs 的 最 短路 的 权 是 1, 但 这 显然 是 不 对 
的 ,因为 从 v 到 vw, 的 最 短路 是 (ol ,vw ,v2), 权 是 一 1。 

现在 介绍 当 赋 权 有 癌 图 D 中 ,存在 具 负 权 的 弧 时 , 求 最 短路 的 方法 。 

为 方便 起 见 ,不 妨 设 从 任 一 点 v; 到 任 一 个 点 v; 都 有 一 条 弧 ( 如 果 在 DD 中 ,(w,,v,) 攻 
A, 则 添加 弧 (vw ,wv;)。 今 WO oo 

显然 ,从 v, 到 w; 的 最 短路 总 是 从 vw, 出 发 , 沿 着 一 条 路 到 菜 个 点 到 ,再 油 (w oo) 到 vw， 
的 (这 里 wv 可 以 是 v, 本 号 ), 由 本 节 开 始 时 介绍 的 一 个 结论 可 知 , 从 wv, 到 的 这 条 路 必定 
是 从 mw 到 w; 的 最 短路 ,所 以 dCv,;vj) 必 满足 如 下 方程 

Co 人) 一 mi ld(vsv) vw } 

为 了 求 得 这 个 方程 的 解 gz) ,dCv, ;v0) ,dl(v,,v,)( 这 里 p 二 pCD)), 可 用 如 下 
递 推 公式 

开始 时 , 令 

人 《1 一 《1 一 1 2 力 ) 


7 入 "0 ) 一 Imin (a (UT, 9 » Voy ) 


j=1,2,",p 

在 进 行 到 有 某 一 步 , 例 如 第 有 & 步 时 ,对 所 有 7 一 1,2,…, 户 ,有 

一 

则 {Cv 50))j-1,2,…p 即 为 v, 到 各 点 的 最 短路 的 权 。 

例 8-12 求 图 8-22 所 示 赋 权 有 问 图 中 从 wv 到 各 点 的 最 短路 。 

解 ” 利 用 上 述 递 推 公式 ,求解 结果 如 表 8-1 所 示 ( 表 中 未 写 数 字 的 空格 内 是 十 ce ) 。 

可 以 看 到 , 当 :==4 时 ,对 所 有 j 二 1,2,…,8, 有 
dr Dm 一 ws wj)s 于 是 表 中 最 后 一 和 列 
1 坟 到 
UU 9 Us 的 最 短路 的 权 。 

为 了 进一步 求 得 从 v, 到 各 点 的 最 短路 ,可 以 
类 似 于 Dijkstra 方法 中 ,给 每 一 个 点 以 4 值 开始 

A(v,)—=0,A(v;)=s (0 天 5) 
在 迭代 过 程 中 ,如 宁 
dv 0) —min to (v1) 二 rw } 
一 证 

则 把 这 时 的 4(w) 修 改 为 i。 。 和 迭代 终止 时 ,根据 各 点 的 * 值 ,可 以 得 到 从 wv, 到 各 点 的 

寻求 最 短路 的 男 一 个 办 法 是 在 求 出 最 短路 的 权 以 后 ,采用 “反问 追踪 ”的 方法 。 比 如 
已 知 dv ;vj;); 则 寻求 一 个 上 如 ;使 dc) 十 ro 一 do) 记录 下 (wy mm) ,再 考查 


图 8-22 
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ow y UE), 寻求 一 点 Ti ,使 ad (vv, 2 = dd (vw, Up) ,如 此 等 等 ;直至 到 达 Ts 汐止 ， 于 是 从 
Us 到 | oj 的 最 短路 是 (vw ss A 


表 8-1 


dr (TI UU; ) 


i 


lr 


c | 尼 | 中 


| 
Ne 


人 
一 
| 
曙 
二 | 一 | ~ 
a 
TD 由 
Nt | En 
| 
局 | 一 


如 例 8-3 ,由 表 8-1 已 知 ,d(wvw os) 一 6。 

因 dw ww 十 zs 一 (一 1 十 7 一 ao 站 记 下 (oem 

因 下 十 加 一 (7 覆 记 于 人世 

因 2 yu ) 十 zs 一 Co yp) 从 而 从 人 到 的 最 短路 是 (om ,vs ,ve ;vs ) 。 

定义 5 设 刀 是 赋 权 有 回 图 ,C 是 忆 中 的 一 个 回路 ,如 果 C 的 权 冯 CC) 小 于 零 , 则 称 


C 是 万 中 的 一 个 负 回 路 。 


不 难 证 明 : 
(1) 如 宁 万 是 不 售 负 回路 的 赋 权 有 回 图 ,那么 ,从 六 到 任 一 个 点 的 最 短路 必 可 取 为 
初等 路 ,从 而 最 多 包含 p 一 2 个 中 间 点 
(2) 上 述 递 推 公 式 中 的 pp ) 是 在 至 多 包 全 t 一 1 个 中 间 上 点 的 限制 条 件 下 ,从 mw 
到 vw; 的 最 短路 的 权 。 
由 (1)、 2) 可 知 : 当 D 中 不 含 负 回路 时 ,上 述 算法 最 多 经 过 p 一 1 次 迭 代 必 定 收敛 ， 
即 对 所 有 的 1 二 1 2 三 均 有 dd"* (vw, 9 十 i ) ,从 而 求 出 从 到 各 个 顶点 的 
最 短路 的 权 。 
如 果 经 过 p 一 1 次 迭代 ,存在 某 个 j, 使 dd ou) 天 de mv)， 则 说 明 忆 中 含有 
负 有 回路 。 显 然 , 这 时 从 v, 到 ww; 的 路 的 权 是 没有 下 界 的 。 
为 了 加 快 收敛 速度 ,可 以 利用 如 下 的 递 推 公式 。 
人 《一 2 
Ad? (vsv;) = min {min (a Cv 十 ro } ,min {dr (Cv, vi) Tv }} 
G12. p= ee 
J.Y. Yen 提出 一 个 改进 的 递 推 算法 ， 
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od, ,Ti ) — To, ; '. sh 
对 ft 二 2,4,6,00, 控 j 了 二 1] ,2,0*5,p 的 顺序 计算 : 
d(C) mm Td Co sw ) ,min (dd (Cw so) Two} } 
对 一 3 5，7 扫 了 一 态 瑟 一 1 的 顺序 计算 : 
加 《二 ) ,min 他 
同样 地 , 当 对 所 有 的 j= 二 1,2,…,p 
dd (v so) =d" (vw) 


8.3.3 应 用 举例 


例 8-13 设备 更 新 问题 。 某 企业 使 用 一 台 设 备 , 在 每 年 年 初 ,企业 领导 部 门 就 要 决 
定 是 购置 新 的 ,还 是 继续 使 用 旧 的 。 若 购置 新 设备 ,就 要 支付 一 定 的 购置 费用 ; 若 继 续 使 
用 旧 设 备 , 则 需 支 付 一 定 的 维修 费用 。 现 在 的 问题 是 如 何 制 订 一 个 几 年 之 内 的 设备 更 新 
计划 ,使 得 总 的 支付 费用 最 少 。 我 们 用 一 个 五 年 之 内 要 更 新 某 种 设备 的 计划 为 例 , 寿 已 知 
该 种 设备 在 各 年 年 初 的 价格 如 表 8-2 所 示 : 

表 8-2 

第 1 年 第 5 和 


还 已 知 使 用 不 同时 间 ( 年 ) 的 设备 所 需要 的 维修 费用 如 表 8-3 所 示 : 


可 供 选 择 的 设备 更 新 方案 显然 是 很 多 的 。 例 如 ,每 年 都 购置 一 台新 设备 , 则 其 购置 费 
用 为 11 十 11 十 12 十 12 十 13 一 59 ,而 每 年 支付 的 维修 费用 为 5, 五 年 合计 为 25。 于 是 五 年 
总 的 支付 费用 为 59 十 25 一 84。 

又 如 决定 在 第 1 年 .第 3 年 .第 5 年 各 购 进 一 台 ,这 个 方案 的 设备 购置 费 为 11 十 12 十 
13 一 36 ,维修 费 为 5 十 6 十 5 十 6 十 5 一 27。 五 年 总 的 支付 费用 为 63 。 

如 何 制 订 使 得 总 的 文 付 费用 最 少 的 设备 更 新 计划 呢 ? 可 以 把 这 个 问题 化 为 最 短路 问 
题 , 见 图 8-23。 

用 点 wv; 代表 “第 i 年 年 初 购 进 一 台 新 设备 ”这 种 状态 (加 设 一 点 w ,可 以 理解 为 第 5 
年 年 底 )。 从 v; 到 vi ,… ,ve 各 加 一 条 弧 。 弧 (vi,v;) 表 示 在 第 i 年 年 初 购 进 的 设备 一 二 
使 用 到 第 7 年 年 初 ( 即 第 ;一 1 年 年 底 )。 

每 条 弧 的 权 可 按 已 知 资料 计算 出 来 。 例 如 , (wi ,vw) 是 第 1 年 年 初 购 进 一 台 新 设备 
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图 8-23 


(支付 购置 费 11) ,一 直 使 用 到 第 3 年 年 底 ( 文 付 维修 费 5 十 6 十 8 二 19), 故 (vw ,wy) 上 的 权 
为 30。 

这 样 一 来 ,制订 一 个 最 优 的 设备 更 新 计划 问题 就 等 价 于 寻求 从 vi 到 vs 的 最 短路 
的 问题 。 

按 玉 解 最 短路 的 计算 方法 ,{vi v3 ve} 及 {vi yw4，ve) 均 为 最 短路 , 即 有 两 个 最 优 方案 。 
一 个 方案 是 在 第 1 年 .第 3 年 各 购置 一 台新 设备 ; 男 一 个 方案 是 在 第 1 年 .第 4 年 各 购置 
一 台新 设备 。 五 年 总 的 支付 费用 均 为 53。 


8.4 网 络 最 大 流 问 题 


主 多 系统 包含 了 流量 问题 。 例 如 ,公路 系统 中 有 和 车辆 流 ,控制 系统 中 有 信息 流 , 供 水 
系统 中 有 水 流 ,金融 系统 中 有 现金 流 等 。 

图 8-24 是 联结 某 产品 产地 和 销 地 rs 的 交通 网 ,每 一 弧 (wvi,wj) 代 表 从 vi 到 vj 的 
运输 线 ,产品 经 这 条 弧 由 vi 输送 到 vw , 弧 劳 的 数字 表示 这 条 运输 线 的 最 大 通过 能 力 。 产 品 
经 过 交通 网 从 vw 输送 到 w 。 现 在 要 求 制定 一 个 运输 方案 使 从 vw 运 到 wv 的 产品 数量 最 多 。 

图 8-25 给 出 了 一 个 运输 方案 ,每 条 弧 劳 的 数字 表示 在 这 个 方案 中 ,每 条 运输 线 上 的 
运输 数量 。 这 个 方案 使 8 个 单位 的 产品 从 六 运 到 vo, 在 这 个 交通 网 上 输送 量 是 否 还 可 以 
增多 ,或 者 说 这 个 运输 网 络 中 ,从 vi 到 w 的 最 大 输送 量 是 多 少 呢 ? 本 节 就 是 要 研究 类 似 
这 样 的 问题 。 


10 11 ® 
Yi] Ue YI] We 
8 17 ® 加 
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8.4.1 基本 概念 与 基本 定理 


1. 网 络 与 流 

定义 6 给 一 个 有 问 图 D 二 (V,A), 在 V 中 指定 了 一 点 称 为 发 点 ( 记 为 v,) ,而 为 一 凡 
称 为 收 点 ( 记 为 v,) ,其 余 的 点 叫 中 间 点 。 对 于 每 一 个 弧 (wi,v)€EA, 对 应 有 一 个 c(vi,v) 宇 
0( 或 简写 为 cj), 称 为 弧 的 容量 。 通 常 我 们 就 把 这 样 的 DD 叫做 一 个 网 络 。 记 作 

D=(V.,A.,C) 

所 谓 网 络 上 的 流 , 是 指定 义 在 缴 集 合 A 上 的 一 个 了 浮 数 f 二 {ff(vi,v;)) ,并 称 f (vwi,v;) 
为 弧 (v;,v;) 上 的 流量 (有 时 也 简 记 作 ff )。 

例如 ,图 8-24 就 是 一 个 网 络 , 指 定 vi 是 发 点 ,ve 是 收 点 ,其 他 的 点 是 中 间 点 。 弧 旁 的 
数字 为 Cij o 
图 8-25 所 示 的 运输 方案 ,就 可 看 做 是 这 个 网 络 上 的 一 个 流 ,每 个 弧 上 的 运输 量 就 是 
该 狐 上 的 流量 , 即 1 一 3 一 2 太一 3 一 | = 于 

2. 可 行 流 与 最 大 流 

在 运输 网 络 的 实际 问题 中 可 以 看 出 ,对 于 流 有 两 个 明显 的 要 求 : 一 是 每 个 弧 上 的 流 
量 不 能 超过 该 踊 的 最 大 通过 能 力 ( 即 弧 的 容量 ); 二 是 中 间 点 的 流量 为 过 。 因 为 对 于 每 个 
点 , 运 出 这 点 的 产品 总 量 与 运 进 这 点 的 产品 总 量 之 差 , 是 这 点 的 净 输 出 量 , 人 简称 为 是 这 一 
点 的 流量 ; 由 于 中 间 点 只 起 转运 作用 ,所 以 中 间 点 的 流量 必 为 堆 。 易 见 发 点 的 交流 出 量 
和 收 点 的 交流 入 量 必 相等 ,也 是 这 个 方案 的 总 输送 量 。 因 此 有 : 

定义 7 满足 下 述 条 件 的 流 f 称 为 可 行 流 : 

(1) 容量 限制 条 件 : 对 每 一 弧 (vw;,v;)EA 

0 fi cs 


(2) 平衡 条 件 : 
对 于 中 间 点 : 流出 量 等 于 流入 量 , 即 对 每 个 i(i 关 ,1) 有 


下 一 太一 0 


(virv)EA {virv)E A 
wi Us se 
= a 
(vrv EA 《ai rv EA 


对 于 收 已 vi; 记 


>» Fi =) 


(wr) EA | 
式 中 ,u( 亡 称 为 这 个 可 行 流 的 流量 , 即 发 点 的 净利 出 量 ( 或 收 点 的 将 输入 量 )。 
可 行 流 总 是 存在 的 。 比 如 令 所 有 弧 的 流量 f;; =0, 束 得 到 一 个 可 行 流 ( 称 为 零 流 )。 
其 流量 wo 门 一 0。 
最 大 流 问 题 就 是 求 一 个 流 {fi} 使 其 流量 v( 让 达到 最 大 ,并 且 满 足 


运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


226 
Df Cy; (i, » TU; ) EE A 
vu(f) (i = $) 
bas ee ' 要 = 二 
-8 类 = 容 


最 大 流 问 题 是 一 个 特殊 的 线性 规划 问题 。 即 求 一 组 {1f;;) ,在 满足 条 件 山 入 下 使 
v( 放 达到 极 大 。 将 会 看 到 利用 图 的 特点 ,解决 这 个 问题 的 方法 较 之 线性 规划 的 一 般 方 法 
要 方便 、 直 观 得 多 。 

3. 增 广 链 

厂 给 一 个 可 行 流 大 {( 方 思 我 们 把 网 络 中 使 户 三 cz 的 弧 称 为 饱和 弧 ,使 户 二 co 的 弧 
称 为 非 饱和 弧 。 使 f;; 二 0 的 弧 称 为 零 流 弧 ,使 方 二 0 的 弧 称 为 非 零 流 弧 。 

在 图 8-25 中 ,(vws ,vw) 是 饱和 弧 , 其 他 的 弧 为 非 饱和 弧 。 所 有 弧 都 是 非 段 

若 4 是 网 络 中 联结 发 点 v, 和 收 点 wv, 的 一 条 链 ,我 们 定义 链 的 方 回 是 从 v a ,,, 则 链 
上 的 弧 被 分 为 两 类 : 一 类 是 弧 的 方向 与 链 的 方 回 一 致 :叫做 前 向 弧 。 前 向 弧 的 全 体 记 为 
kK” 。 另 一 类 弧 与 链 的 方 回 相反 , 称 为 后 向 弧 。 后 癌 弧 的 全 体 记 为 。 

图 8-24 中 ,在 链 j 二 (vi ,vs ,vs vs vs ve) 上 

局” 一人 
x 二 {(vs 本 

定义 8 设 f 了 是 一 个 可 行 流 ,ww 是 从 wv, 到 的 一 条 链 , 奢 4 满足 下 列 条 件 , 称 之 为 
(关于 可 行 流 f 的 ) 增 广 链 。 

在 弧 (v;,v;) Ex' 上 ,0 夺 了 ;二 c;; ;有 即 "中 每 一 弧 是 非 饱 和 弛 ， 

在 弧 (vi,v;)Ex 上 ,0 二 fi; 硅 ci; ; 即 ww 中 每 一 弧 是 非 零 流 纤 ， 

图 8-25 中 , 链 y= 二 (v1 ,voyv3 ;v4 vs vs) 是 一 条 增 广 链 。 因 为 和 中 的 弧 满足 增 
广 链 的 条 件 。 比 如 : 

(wivm)En, fs—5<cw CO—10 
(vst Eu » faa~3~>0 

4. 截 集 与 截 量 

设 S,TCV,S[1T 二 名 ,我 们 把 始点 在 S 中 ,终点 在 工 中 的 所 有 弧 构 成 的 集合 , 记 
(BT 

定义 9 给 网 络 D 二 (V,A,C), 寿 点 集 V 被 剖 分 为 两 个 非 空 集合 Vi 和 六 ,使 
UU, we ; 则 把 弧 集 (Vi Vn ) 称 为 是 (分 离 U, 和 Ul 的 ) 截 集 。 

显然 ,在 把 对 一 截 集 的 踊 从 网 络 中 丢 去 , 则 从 wv, 到 w, 便 不 存在 路 。 所 以 , 百 观 上 说 ， 
截 集 是 从 ww 到 ww, 的 必 经 之 着 。 

定义 10 给 一 截 集 (人 ,Vi) ,把 截 集 (Vi,w ) 中 所 有 弧 的 容量 之 和 称 为 这 个 截 集 的 
容量 (简称 为 截 量 ) , 记 为 <cCVi ,Vi), 即 

i 六， Cy; 
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不 难 证 明 ,任何 一 个 可 行 流 的 流量 v( 了) 都 不 会 超过 任 一 截 集 的 容量 。 即 
v(f) SeVi, Vi) 
显然 ,在 对 于 一 个 可 行 流 基 ,网 络 中 有 一 个 截 集 (V7 ) ,使 vf Bh We ) ， 
则 f* 必 是 最 大 流 ,而 (V7? ,Vi ) 必 定 是 DD 的 所 有 截 集中 ,容量 最 小 的 一 个 , 即 最 小 截 集 。 
定理 8 可 行 流 f* 是 最 大 流 , 当 且 仅 当 不 存在 关于 六 的 增 广 链 。 
证 明 车 广 是 最 大 流 , 设 D 中 存在 关于 f* 的 增 广 链 , 令 
0 一 min {min 人 
由 增 广 链 的 定义 ,可 知 9>0, 令 ” 
fs TO (men 
Pe 1 一 此 (Tow)Ep 
fs (Viov) Fp 
不 难 验 证 {fi7 } 是 一 个 可 行 流 , 且 v(f**)= 二 v(f* ) 十 90 汪 v(f*)。 这 与 f* 是 最 大 流 的 假 
现在 设 D 中 不 存在 关于 广 的 增 广 链 ,证 明 f* 是 最 大 流 。 我 们 利用 下 面 的 方法 来 定 
WL 
邻 vy EVY 
> 0 
weEVi ssH fi 0;, 则 令 vwEVI 
因为 不 存在 关于 f* 的 增 广 链 , 故 v, Vi。 
记 Vi 一 V\V? ,于 是 得 到 一 个 截 集 (Vi ,Vi )。 显 然 必 有 
Ci (visv;) EVT ,VI) 


一 2 
| 0 《了 0} ) CE EW Ty ) 


所 以 v(f* ) 二 c(VI ,V7 )。 于 是 f°* 必 是 最 大 流 。 定 理 得 证 。 

由 上 述 证 明 中 可 见 , 着 f* 是 最 大 流 , 则 网 络 中 必 存 在 一 个 截 集 (VY ,V7 ) ,使 

vf )—COV* ,VW ) 

于 是 有 如 下 重要 的 结论 : 

最 大 流量 最 小 截 量 定理 : 任 一 个 网 络 DD 中 ,从 vw 到 ww, 的 最 大 流 的 流量 等 于 分 离 v,， 
v, 的 最 小 截 集 的 容量 。 

定理 8 为 我 们 提供 了 寻求 网 络 中 最 大 流 的 一 个 方法 。 若 给 了 一 个 可 行 流 f; 只 要 判 
断 DD 中 有 无 关于 耻 的 增 广 链 。 如 果 有 增 广 链 , 则 可 以 按 定 理 8 前 半 部 证 明 中 的 办 法 , 改 
进 ,得 到 一 个 流量 增 大 的 新 的 可 行 流 。 如 果 没 有 增 广 链 , 则 得 到 最 大 流 。 而 利用 定理 8 后 
半 部 证 明 中 定义 VI 的 办 法 ,可 以 根据 vw 是 否 属 于 V7 来 判断 D 中 有 无 关于 了 的 增 广 链 。 

实际 计算 时 ,用 给 顶点 标号 的 方法 来 定义 VY 。 在 标号 过 程 中 ,有 标号 的 顶点 表示 是 
V7 中 的 点 ,没有 标号 的 点 表示 不 是 Vi 中 的 点 。 一 旦 v, 有 了 标号 ,就 表明 找到 一 条 增 广 
链 ; 如 果 标 号 过 程 进行 不 下 去 ,而 v, 尚未 标号 , 则 说 明 不 存在 增 广 链 ,于 是 得 到 最 大 流 。 
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而 且 同 时 也 得 到 一 个 最 小 截 集 。 
8.4.2 寻求 最 大 流 的 标号 法 


从 一 个 可 行 流 出 发 ( 若 网 络 中 没有 给 定 了 , 则 可 以 设 是 零 流 ) ,经 过 标号 过 程 与 调整 

1 标号 过 程 

在 这 个 过 程 中 ,网 络 中 的 点 或 者 是 标号 点 (又 分 为 已 检查 和 未 检查 两 种 ) ,或 者 是 未 标 
号 点 。 每 个 标号 点 的 标号 包含 两 部 分 : 第 一 个 标号 表明 它 的 标号 是 从 哪 一 点 得 到 的 ,以 
便 找 出 增 广 链 ; 第 二 个 标号 是 为 确定 增 广 链 的 调整 量 0 用 的 。 

标号 过 程 开始 ,总 先 给 v, 标 上 (0, 十 ce), 这 时 立 是 标号 而 未 检查 的 点 ,其 余 都 是 未 
标号 点 。 一 般 地 , 取 一 个 标号 而 未 检查 的 点 ,对 一 切 未 标号 点 v): 

(1) 奢 在 弧 (vw;,v;) 上 ,fi 二 cj;， 则 给 vj; 标号 (vw,li(vj))。 这 里 iv) 二 min [Ll(w;)， 
0 一 了 fi]。 这 时 点 vj 成 为 标号 而 未 检查 的 点 。 

pe ) 着 在 弧 (w,,o ) 上 ， 广 ,全 0, 则 给 六 标号 (一 ws2(o0)) ,这 里 vw) 一 min [iCv)， 
fi 这 时 点 v 成 为 标号 而 未 检查 的 点 。 

是 v; 成 为 标号 而 已 检查 过 的 点 。 重 复 上 述 步骤 ,一 旦 vw, 被 标 上 号 ,表明 得 到 一 条 

从 vv Pm 的 增 广 链 ww, 转 入 调整 过 程 。 

若 所 有 标号 都 是 已 检查 过 的 ,而 标号 过 程 进行 不 下 去 时 , 则 算法 结束 ,这 时 的 可 行 流 
就 是 最 大 流 。 

2. 调整 过 程 

首先 按 wv, 及 其 他 点 的 第 一 个 标号 ,利用 “ 反 向 追踪 ”的 办 法 , 找 出 增 广 链 yy。 例如 设 v 
的 第 一 个 标号 为 内 (或 一 办) , 则 踊 (o yu (或 相应 地 (vw ,wi)) 是 ww 上 的 弧 。 接 下 来 检查 vs 
的 第 一 个 标号 , 若 为 vi( 或 一 v;), 则 找 出 (vw; ,wi) (或 相应 地 (vi ,vi))。 再 检查 vv 的 第 一 个 
标号 , 依 此 下 去 ,直到 ww 为 止 。 这 时 被 找 出 的 弧 就 构成 了 增 广 链 jy。 令 调整 量 9 是 1 (vw)， 
即 vv, 的 第 二 个 标号 。 令 


;二 4fi—0 (wn 
fi; (visv;) En 

去 掉 所 有 的 标号 ,对 新 的 可 行 流 了 三 (fi;) ,重新 进入 标号 过 程 。 

例 8-14 用 标号 法 求 图 8-26 所 示 网 络 的 最 大 流 。 弧 旁 的 数 是 (Cc; , ff; )。 

解 (1) 标号 过 程 

中 首先 给 vw, 标 上 (0 ,十 ce)。 

G 检查 vw,, 在 统 (v,vo) 上 ,fz 二 cw 二 3, 不 满足 标号 条 件 。 弧 (vw,w.) 上 ,fa 二 1， 
一 » fa es ;由 0] 的 标号 为 (vw， Lv ) ) ;其 中 

iw —min [lw sta — fi) |—min | 5%55—1|=—#4 
3 检查 vi ,在 弧 (v ,v3) 上 ,fs 二 2,c1s 二 2, 不 满足 标号 条 件 。 


帮工 (vi »U;) Et 
' -| 
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图 8-26 


在 驱 (u ,wz) 上 ,ja 一 1>0, 则 给 到 记 下 标号 为 (一 vi ,i(vws)), 这 里 
oo) 一 min | om ,fa |~—min|4;1|=1 
出 检查 U2 ;在 弧 (vw ,v4 ) 上 » /24 一 站 一 ， 厂 24 C24 , 则 给 Ta 标号 (vw ‘(va ) ) ;这 里 
l(a)—=min | Lv (ca — fi) |=min|l1,l|=1 
在 弧 (vs ,vz) 上 ,js 一 1 盖 0, 给 vs 标号 ;( 一 vo ,li(vs)), 这 里 
lw) =min [lv), fs |=min|1,1|=1 
在 vs ,wv 中 任 选 一 个 进行 检查 。 
例如 ,在 弧 Cvs,v,) 上 ,fs 二 1ycs 二 2, fa 二 cy， 给 vo 标号 为 (v3,i(vw,)), 这 里 
Hom) —min | lv) Ces— fa) |—min [1:1|=1 
因 wv, 有 了 标号 , 故 转 入 调整 过 程 。 
(2) 调整 过 程 
接点 的 第 一 个 标号 找到 一 条 增 广 链 , 如 图 8-27 中 双 箭 头 线 表 示 。 


Tao( 一 1，]) (4, 3) va, 1) 


(0, de hs , UA(U3, 1) 


vi(vU,, 4) (2,2) va(—vz, 1) 


图 8-27 


易 见 AT 一 人 po) 
un 一 (人 (Cam)y (vs ,v2 )} 
按 9 二 1 在 .上 调整 f， 
x 上: fu 十 0 二 1 十 1 二 2 
万 ,十 0 一 1 一 2 
“上 上 : ， 六 一 0 一 1 一 1 一 0 
太一 0 一 1 一 1 一 0 
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其 余 的 广 不 变 。 
调整 后 得 如 图 8-28 所 示 的 可 行 流 , 对 这 个 可 行 流 进入 标号 过 程 ,寻找 增 广 链 。 


图 8-28 


开始 给 v, 标 以 (0 ,十 ce) ,于 是 检查 vv; 给 标 以 (vw,;3) ,检查 茹 , 弧 (myz) 上 ,六 :一 
cs, 弧 (o ,ou) 上 , 户 一 0, 均 不 符号 条 件 ,标号 过 程 无 法 继续 下 去 ,算法 结束 。 

这 时 的 可 行 流 (图 8-28) 即 为 所 求 最 大 流 。 最 大 流量 为 

a 

与 此 同时 可 找到 最 小 截 集 (Vi ,Vi), 其 中 Vi 为 标号 点 集合 ,Vi 为 未 标号 点 集合 。 弧 
集合 (Vi ,Vi) 即 为 最 小 截 集 。 

卡 和 格 中 ,人 一 {wo} 太一 oss 上 于 是 (而 )》 一 人 (wyw)( 动 ;高 站) 是 最 四 
截 集 , 它 的 容量 也 是 5。 

由 上 述 可 见 , 用 标号 法 找 增 广 链 以 求 最 大 流 的 结果 ,同时 得 到 一 个 最 小 截 集 。 最 小 截 
集 容 量 的 大 小 影响 总 的 输送 量 的 提高 。 因 此 ,为 提高 总 的 输送 量 ,必须 首先 考虑 改善 最 小 
截 集中 各 缴 的 输送 状况 , 提 融 它们 的 通过 能 力 。 男 一 方面 ,一 旦 最 小 截 集中 弧 的 通过 能 力 
被 降低 ,就 会 使 总 的 输送 量 减 少 。 


8.5 最 小 费用 最 大 流 问 题 


8.4 下 讨论 了 寻求 网 络 中 的 最 大 流 问 题 。 在 实际 生活 中 ,涉及 " 流 2” 的 问题 时 ,人 们 考 
虑 的 还 不 只 是 流量 ,而 且 还 有 “费用 ”的 因 双 ,本 市 介绍 的 最 小 费用 最 大 流 问 题 束 是 这 类 问 
es 
给 网 络 D 二 (V ,A,C), 每 一 弧 (v;,v;)EA 上 ,除了 已 给 容量 c 外 ,还 给 了 一 个 单位 流 
量 的 费用 (vv ) 三 0( 简 记 为 25 )。 所 谓 最 小 费用 最 大 流 问 题 就 是 要 求 一 个 最 大 流 三 ,使 
流 的 总 输送 费用 
BLES 2 ba 


取 极 小 值 。 
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下 面 介绍 解决 这 个 问题 的 一 种 方法 。 

从 8.4 节 可 知 ,寻求 最 大 流 的 方法 是 从 某 个 可 行 流 出 发 ,找到 关于 这 个 流 的 一 条 增 广 链 
pw。 沿 着 调整 f, 对 新 的 可 行 流 试图 寻求 关于 它 的 增 广 链 ,如 此 反复 直至 最 大 流 。 现 在 要 
寻求 最 小 费用 的 最 大 流 ,首先 考查 一 下 , 当 沿 着 一 条 关于 可 行 流 f 的 增 广 链 久 ,以 90==1 调 
整 f, 得 到 新 的 可 行 流 广 时 (显然 wCPF) 一 z( 六 十 1),2CP) 比 2 六 增加 多 少 ? 不 难看 出 

WR 
A 十 A 
= 
Fk 十 严 一 
我 们 把 》) 565; 一 >， 65; 称 为 这 条 增 广 链 j 的 “费用 ”。 


pg 十 A 

可 以 证 明 , 知 f 是 流量 为 v( 有 让 的 所 有 可 行 流 中 费用 最 小 者 ,而 yw 是 关于 了 的 所 有 增 广 
链 中 费用 最 小 的 增 广 链 , 那 么 沿 去 调整 f, 得 到 的 可 行 流 了 ,就 是 流量 为 v( 耻 ) 的 所 有 可 行 
流 中 的 最 小 费用 流 。 这 样 , 当 了 是 最 大 流 时 , 它 也 就 是 所 要 求 的 最 小 费用 最 大 流 了 ，。 

注意 到 ,由 于 6b; 宇 0, 所 以 f==0 必 是 流量 为 0 的 最 小 费用 流 。 这 样 ,总 可 以 从 f=0 
开始 。 一 般 地 , 设 已 知 f 是 流量 v( 了 ) 的 最 小 费用 流 , 余 下 的 问题 就 是 如 何 去 寻 求 关 于 f 
的 最 小 费用 增 广 链 。 为 此 ,可 构造 一 个 赋 权 有 问 图 W( 刘 ), 它 的 项 点 是 原 网 络 D 的 项 点， 
而 把 D 中 的 每 一 条 绝 (w; yu) 变 成 两 个 相反 方 癌 的 跌 (u yw) 和 (oo)。 和 定义 三 (六 中 弧 
的 权 ww; 为 


一 
i 人 若 fi 二 0 
(长 度 为 十 ce 的 弧 可 以 从 三 ( 广 中略 去 ) 
于 是 在 网 络 D 中 寻求 关于 了 的 最 小 费用 增 广 链 就 等 价 于 在 赋 权 有 向 图 W(f) 中 , 寻 
求 从 vw 到 的 最 短路 。 因 此 有 如 下 算法 。 
开始 取 广 " 一 0 ,一般 情况 下 震 在 第 & 一 1 步 得 到 最 小 费用 流 f*”, 则 构造 赋 权 有 问 
图 WCF*T?), 在 WC(f*?) 中 ,寻求 从 wv, 到 ww, 的 最 短路 。 帮 不 存在 最 短路 ( 即 最 短路 权 
是 十 =) , 则 /*-，? 就 是 最 小 费用 最 大 流 ; 若 存在 最 短路 , 则 在 原 网 络 D 中 得 到 相应 的 增 
广 链 jy, 在 增 广 链 yy 上 对 f*-? 进行 调 整 。 调 整 量 为 
0 一 min Lmin 的 一 min Cf 
we p. £ 
Dd Cp 
Ff” 一 4 天 一作 CT 二 
有 (visvw) FE 
得 到 新 的 可 行 流 f” ,再 对 广 ”重复 上 述 步 又 。 
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例 8-15 以 图 8-29 为 例 , 求 最 小 费用 最 大 流 。 
缴 劳 数字 为 (5;; ,co ) 。 

(1) 取 f"”==0 为 初始 可 行 流 。 

(2) 构造 赋 权 有 向 图 三 (Fo ), 并 求 出 从 w 到 
,的 最 短路 (oo mw) ,如 图 8-30(a)( 双 和 蓟 头 即 


op 


Ua 


» (3,10 a elie 
为 最 短路 ) 所 示 。 
图 8-29 (3) 在 原 网 络 DD 中 ,与 这 条 最 短路 相应 的 增 广 


和 链 为 一 (vw ,vs Ui VU) 

(4) 在 jy 上 进行 调整 ,9 二 5, 得 (图 8-30(b))。 按 照 上 述 算法 依次 得 AD ,了 f”， 
Fa ,Fe ,流量 依次 为 5,7,10,11; 构造 相应 的 赋 权 有 向 图 为 WC ),W(f3),W(fY)， 
WC(fF”), 见 图 8-30。 


MW 9) ul FN ] Wf) 
图 8-30 


第 8 章 图 与 网 络 优化 
注意 到 WCF ) 中 已 不 存在 从 v, 到 vw, 的 最 短路 ,所 以 f 为 最 小 费用 最 大 流 。 


8.6 中 国 邮 化 员 问题 


在 本 划 开 始 提 到 的 邮递 员 问 题 , 硅 把 它 抽象 为 图 的 语言 ,号 是 给 定 一 个 连通 图 ,在 每 
边 e 上 赋予 一 个 非 久 的 权 w (ei;) ,要 求 一 个 圈 ( 未 必 是 简单 的 ) ,过 每 边 至 少 一 次 ,并 使 图 
的 总 权 最 小 。 这 个 问题 是 我 国学 者 管 梅 谷 在 1962 年 首先 提出 的 ,因此 在 国际 上 通称 为 中 
国 邮递 员 问 题 。 


8.6.1 一 笔画 问题 


给 定 一 个 连通 多 重 图 G, 若 存在 一 条 链 , 过 每 边 一 次 , 且 仅 一 次 , 则 称 这 条 链 为 欧 拉 
链 。 若 存在 一 个 简单 圈 , 过 每 边 一 次 , 且 仅 一 次 , 称 这 个 圈 为 欧 拉 圈 。 一 个 图 车 有 了 欧 拉 圈 ， 
9 


则 称 为 欧 拉 图 。 显 然 ,一 个 图 大 能 一 笔画 出 ,这 个 工 
含有 欧 拉 链 ( 出 发 点 与 终止 点 不 同 )，。 

定理 9 连通 多 重 图 G 有 欧 拉 圈 , 当 且 仅 当 G 中 无 奇 点 。 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ,只 证 明 充 分 性 。 不 妨 设 G 至 少 有 三 个 点 ,对 边 数 g(G) 进 行 
数学 归纳 , 因 G 是 连通 图 ,不 含 奇 点 ,; 故 9(G) 宇 3。 首先 gqg(G) 二 3 时 ,G 显然 是 欧 拉 图 。 考 
查 g(CG) 王 2 十 1 的 情况 , 因 G 是 不 含 襄 点 的 连通 图 ,并 且 p(G) 三 3, 故 存在 三 个 点 u,v,w， 
使 [u,vj,Lw,vj]€EEK。 从 G 中 丢 去 边 [u,vj,Lw,vj ,增加 新 边 Lw yz] ,得 到 新 的 多 重 图 G 。 
G 有 gq(G) 一 1 条 边 , 并 且 仍 不 含 奇 点 ,G 至 多 有 两 个 分 图 。 若 G 是 连通 的 ,那么 根据 归纳 
假设 ,G 有 欧 拉 圈 C 。 把 C 中 的 Lw,uj 这 一 条 边 换 成 [w,v],Lv,wj], 即 得 G 中 的 欧 拉 圈 。 
现 设 G 有 两 个 分 图 Gi,G;。 设 v 在 G1 中 。 根 据 归纳 假设 ,Gi ,G: 分 别 有 欧 拉 圈 Ci ,C;， 
则 把 Cs 中 的 Lu,wj 这 条 边 换 成 [u,vj,Ci 及 [Lv,wj], 即 得 G 的 欧 拉 圈 。 

推论 连通 多 重 图 G 有 欧 拉 链 , 当 是 仅 当 G 恰 有 两 个 奇 点 。 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 。 现 设 连 通 多 重 图 G 恰 有 两 个 奇 点 u,v。 在 G 中 增加 一 个 新 
边 Lu,vj( 如 果 在 G 中 ,u,v 之 间 就 有 边 ,; 那 么 这 个 新 边 是 原 有 边 上 的 重复 边 ) ,得 连通 多 重 
图 G , 易 见 G 中 无 奇 点 。 由 定理 3,G 有 欧 拉 圈 C' ,从 C' 中 于 去 增加 的 那个 新 边 Lu,wvj， 
即 得 G 中 的 一 条 联结 u,v 的 欧 拉 链 。 

上 述 定理 和 推论 为 我 们 提供 了 识别 一 个 图 mv 
能 否 是 一 笔画 的 简单 办 法 。 如 前 面 提 到 的 七 桥 
问题 ,因为 图 8-1(b) 中 有 4 个 奇 点 。 所 以 不 能 | | 
一 笔画 出 。 也 就 是 说 ,七 桥 问 题 的 回答 是 否定 
的 ,如 图 8-31。 它 有 两 个 奇 点 v。 和 ws, 因此 可 
以 从 点 vs 开始 ,用 一 笔画 到 点 vs 终止 。 

现在 的 问题 是 : 如 果 我 们 已 经 知道 图 G 是 图 8-31 


必 是 欧 拉 图 (出 发 点 与 终止 点 重合 ) 或 
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可 以 一 笔画 的 ,怎么 样 把 它 一 笔画 出 来 呢 ? 也 就 是 说 ,怎么 找 出 它 的 欧 拉 疾 ( 这 时 G 无 奇 
点 ) 或 欧 拉链 (这 时 G 惟有 两 个 奇 点 ) 呢 ?下 面 简单 地 介绍 由 Fleury 提供 的 方法 。 

为 此 ,首先 介绍 制 边 的 概念 。 设 e 是 连通 图 G 的 一 个 边 ,如果 从 G 中 丢 去 e, 图 就 不 
连通 了 , 则 称 e 是 图 G 的 割 边 。 例 如 ,图 8-10(Cb) 中 ,oos] 是 割 边 ; 树 中 的 每 一 个 边 都 
是 割 边 。 

设 G 一 (V, 瑟 ) 是 无 奇 点 的 连通 图 ,以 

pO— Ew ve FT OL TOE dr 
记 在 第 k 步 得 到 的 简单 链 。 记 EE 一 (el ,ei er ) ,EB 一 E\E; ,以 及 Gs 二 (V,E,) (开始 
0 WoO— vw 这 vi 古 图 G 的 任意 一 点 ,Eo 二 名 ;Go 一 G)。 进 行 第 (十 1) 步 . 
在 G, 中 选 w 的 一 条 关联 边 e，， 二 [vs ,w,,], 使 6 ， 不 是 Gi 的 制 边 (除非 w 是 G 的 县 


挂 点 ,这 时 vw 在 G 中 的 悬挂 边 选 为 e。 ) 。 令 


PR 十 1 一 《Yi 9 人 让 ?Ui 9 Ci, ?Ui, tt, i ? Us "Ei » Ci ) 


重复 这 个 过 程 , 直 到 选 不 到 所 要 求 的 边 为 止 。 可 以 证 明 : 这 时 的 简单 链 必 定 终 止 于 wo， 
并 且 就 是 我 们 要 求 的 图 G 的 欧 拉 圈 。 

如 果 G 二 (V,E) 是 恰 有 两 个 奇 点 的 连通 图 。 只 需要 取 wo 是 图 G 的 一 个 奇 点 就 可 以 
了 。 最 终 得 到 的 简单 链 就 是 图 中 联结 两 个 奇 点 的 欧 拉链 。 


8.6.2 奇偶 点 图 上 作业 法 


根据 上 面 的 讨论 ,如 条 在 采 邮 递 员 所 负责 的 范围 内 , 街 直 向 中 没有 和 奇 点 ,那么 他 就 可 
以 从 邮局 出 发 , 走 过 每 条 街道 一 次 , 且 仅 一 次 ,最 后 回 到 邮局 ,这 样 他 所 走 的 路 程 也 就 是 最 
短 的 路 程 。 对 于 有 奇 点 的 街道 图 ,就 必须 在 某 些 街道 上 重复 走 一 次 或 多 次 。 

例如 图 8-31 的 街道 图 中 , 若 mm 是 邮局 ,邮递 员 可 以 按 如 下 的 路 线 投递 信件 : 

TO OO TU TO TU US DO YU Us ”Vs ™W ,总 权 为 Le 

也 可 按 男 一 条 路 线 走 : 

UU UU UU UV ”UU Uv Us 总 权 为 11。 

可 见 , 按 第 一 条 路 线 走 ,在 边 | vs ,TD4 | ,| vs » ve | ,| vs ,vs | 上 各 重复 走 下 而 按 第 二 
条 路 线 走 ,在 边 Lv ,vj ,Lv ,zj 上 各 重复 走 了 一 次 。 

如 果 在 茶 条 路 线 中 , 边 [Lv;,v;] 上 重复 走 了 几 次 ,我 们 在 图 中 vw;,wv 之 间 增 加 几 条 边 ， 
令 每 条 边 的 权 和 原来 的 权 相 等 ,并 把 新 增加 的 边 , 称 为 重复 边 。 于 是 这 条 路 线 就 是 相应 的 
新 图 中 的 欧 拉 圈 。 例 如 在 图 8-31 中 ,上 面 提 到 的 两 条 投递 路 线 分 别 是 图 8-32(a) 和 (b) 中 
的 欧 拉 痪 。 

显然 ,两 条 邮递 路 线 的 总 权 的 差 必 等 于 相应 的 重复 边 总 权 的 差 。 因 而 ,中 国 邮递 员 问 
题 可 以 叙述 为 在 一 个 有 奇 点 的 图 中 ,要 求 增加 一 些 重 复 边 ,使 新 图 不 含 奇 点 ,并 且 重 复 边 
的 总 权 为 最 小 。 

我 们 把 使 新 图 不 售 奇 点 而 增加 的 重复 边 ,简称 为 可 行 (重复 边 ) 方 案 , 使 总 权 最 小 的 可 
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行 方 案 称 为 最 优 方 案 。 

现在 的 问题 是 第 一 个 可 行 方 案 如 何 确定 ,在 确定 一 个 可 行 方案 后 ,怎么 判断 这 个 方案 
是 否 为 最 优 方案 ?看 不 是 最 优 方案 ,如 何 调整 这 个 方案 ? 

1. 第 一 个 可 行 方案 的 确定 方法 

在 8.1 市 中 ,我 们 已 经 证 明 ,在 任何 一 个 图 中 , 奇 点 个 数 必 为 偶数 。 所 以 如 果 图 中 有 
奇 点 ,就 可 以 把 它们 配 成 对 。 又 因为 图 是 连通 的 , 故 每 一 对 奇 点 之 间 必 有 一 条 链 , 我 们 把 
这 条 链 的 了 所 有 边 作 为 重复 边 加 到 图 中 去 ,可 见 新 图 中 必 无 奇 点 ,这 就 给 出 了 第 一 个 可 
行 方案 。 

例 8-16 图 8-33 中 的 街道 图 ,有 四 个 奇 点 ,wz ,va ,ve，vs ,将 其 分 成 两 对 ,比如 说 vw 
与 去 为 一 于 wi 与 焉 为 一 对 ， 

在 图 8-33 中 ,连接 vw 与 vw 的 链 有 好 几 条 , 任 取 一 条 ,例如 取 链 (vw ,vi ,vs ,vi ,ve ,vs， 
vs)。 把 边 L 上 vs ,wij ,Lv ,vej, 上 vs ;vr jj,[ 上 vi ,vej,Lve ,vsj ,Lvs ,wj 作为 重复 边 加 到 图 中 去 ， 
同样 地 取 Tse 4 Ug 之 间 的 一 条 和 链 (vs UL 9 Us 9 Us 9 U4 9 Us y Ue) ,把 边 [ vs sv | ,Lon pe | sw | 
[vw vj 上 ws ;vs |] ;Lvs ,vw 也 作为 重复 边 加 到 图 中 去 ,于 是 得 图 8-34。 


图 8-33 图 8-34 


在 图 8-34 中 ,没有 奇 点 ,对 应 于 这 个 可 行 方 案 ,重复 边 总 权 为 : 
A ee Pe ts ee ey ey i | 
2. 调整 可 行 方 案 , 使 重复 边 总 权 下 降 
首先 ,从 图 8-34 中 可 以 看 出 ,在 边 Lw ,wj 上 有 两 条 重复 边 , 如 果 把 它们 都 从 图 中 去 
把 ,图 仍然 无 奇 点 。 即 剩 下 的 重复 边 还 是 一 个 可 行 方 案 , 而 总 长 度 却 有 所 下 降 。 同 样 道 
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理 ,Lv ,Vs ' [vs ,vs |, Lvs ,vs | 上 的 重复 边 也 是 如 此 。 

一 般 情 况 下 , 若 边 [w ,w ] 上 有 两 条 或 两 条 以 上 的 重复 边 时 ,从 中 去 掉 偶 数 条 ,就 能 得 
到 一 个 总 权 较 小 的 可 行 方案 。 

因而 有 

(1) 在 最 优 方案 中 ,图 的 每 一 边 上 最 多 有 一 条 重复 边 。 

依 此 ,图 8-34 可 以 调整 为 图 8-35 ,重复 边 总 权 下 降 为 21。 

其 次 ,我 们 还 可 以 看 到 ,如 果 把 图 中 某 个 圈 上 的 重复 边 去 掉 , 而 给 原来 没有 重复 边 的 
边 加 上 重复 边 , 图 中 仍 没有 和 奇 点 。 因 而 如 果 在 某 个 冉 上 重复 边 的 总 权 大 于 这 个 疾 的 总 权 
的 一 半 , 像 上 面 所 说 的 那样 作 一 次 调整 ,将 会 得 到 一 个 总 权 下 降 的 可 行 方案 。 

(2) 在 最 优 方 案 中 ,图 中 每 个 圈 上 的 重复 边 的 总 权 不 大 于 该 圈 总 权 的 一 半 。 

如 在 图 8-35 中 , 圈 (vw zy my ) 的 总 权 为 24, 但 圈 上 重复 边 总 权 为 14, 大 于 该 圈 
总 权 的 一 半 。 因 此 可 以 作 一 次 调整 ,以 [vs,vw |,[L wv,wj」 上 的 重复 边 代替 [vw ,vs j， 
[ws ,vs | 上 的 重复 边 ,使 重复 边 总 权 下 降 为 17, 如 图 8-36。 


图 8-35 图 8-36 


3. 判断 最 优 方案 的 标准 

从 上 面 的 分 析 中 可 知 ,一 个 最 优 方案 一 定 是 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 可 行 方 案 , 反 之 ,可 
以 证 明 一 个 可 行 方 案 若 满足 条 件 (1) 和 (2), 则 这 个 可 行 方 案 一 定 是 最 优 方案 。 根 据 这 样 
的 判断 标准 ,对 给 定 的 可 行 方案 ,检查 它 是 否 满足 条 件 (1) 和 (2)。 知 满足 ,所 得 方案 即 为 
最 优 方案 ; 若 不 满足 , 则 对 方案 进行 调整 ,直至 条 件 (1) 和 (2) 均 得 到 满足 时 为 止 。 

检查 图 8-36 中 的 圈 (vw) ,vs ,vo ,ve sv vs，v)， 
它 的 重复 边 总 权 为 13, 而 圈 的 总 权 为 24, 不 满足 条 
件 (2) ,经 调整 得 图 8-37。 重 复 边 总 权 下 降 为 15。 

检查 图 8-37 ,条 件 (1) 和 (2) 均 满足 。 于 是 得 最 
优 方案 ,图 8-37 中 的 任 一 个 欧 拉 圈 就 是 邮递 员 的 
最 优 邮 递 路 线 。 

以 上 所 说 的 求 最 优 邮 弟 路 线 的 方法 ,通常 称 为 
奇偶 点 图 上 作业 法 。 值 得 注意 的 是 ,方法 的 主要 困 


第 8 章 图 与 网 络 优化 


难 在 于 检查 条 件 (2), 它 要 求 检查 每 一 个 疾 。 当 图 中 点 、 边 数 较 多 时 , 圈 的 个 数 将 会 很 多 。 
如 “日 ”字形 图 束 有 三 个 疾 , 向 “ 田 ” 字 形 的 图 就 有 13 个 疾 。 关 于 中 国 邮 递 员 问 题 ,已 有 比 
较 好 的 算法 ,我 们 不 去 介绍 它 了 。 


希望 进一步 了 解 图 的 基本 理论 .图 与 网 络 的 优化 问题 的 算法 和 应 用 的 读者 ,可 参考 参考 资料 | 1j、 
[2j、[5j.L6j.[L7j.L9j、[L12j、[13j、.L21j.[22j、[L23j」]。 参 考 资 料 [4j、L8j 是 两 本 供 数 学 系 和 计算 机 系 专 
业 的 研究 生 使 用 的 教材 , 较 全 面 地 介绍 图 论 及 其 应 用 中 的 基本 概念 、 基 本 理论 ,以 及 近期 的 研究 方向 进 
展 的 问题 。 参 考 资 料 L11] 是 一 本 关于 网 络 流 理论 和 应 用 的 很 好 人 门 书 。 在 参考 资料 L1」L9]j、L14] 中 ， 
作者 们 介绍 了 Edmonds-Karp、Dinitz、Karzanov 等 人 给 出 的 求 最 大 流 的 改进 算法 。 关 于 最 小 费用 流 问 
题 , Tardos 等 人 相继 提出 了 更 好 的 算法 ,可 参考 参考 资料 |3j ,该 书 全 面 系统 地 介绍 了 网 络 流 及 与 之 有 
关 的 震 干 图 上 的 优化 问题 的 理论 .算法 和 应 用 。 参 考 资 料 L15j 是 从 实用 的 角度 介绍 网 络 流 的 概念 、 算 
法 .计算 程序 及 应 用 例子 ,涉及 诈 增 益 图 数 的 广义 网 络 流 . 凸 与 凹 费 用 图 数 下 的 最 小 费用 流 等 。 可 供 实 
际 工作 者 参考 。 

中 国 邮 递 员 问题 的 改进 算法 是 Edmonds 给 出 的 。 其 算法 涉及 图 的 对 集 (matching) 问 题 。 参 考 资料 
[19] 是 一 本 关于 对 和 集 理论 的 专 着 ,详尽 地 介绍 了 对 和 集 及 其 推广 的 概念 .重要 成 果 , 算 法 以 及 对 集 与 网 络 
流 、 线 性 规划 、 拟 阵 等 分 支 的 联系 。 参 考 资 料 [10j 是 一 本 关于 欧 拉 图 与 有 关 论 题 的 专著 。 

网 络 优化 是 一 类 组 合 优化 问题 。 关 于 一 般 组 合 最 优化 的 基本 理论 .算法 及 算法 分 析 , 可 参考 参考 资 
料 [16]、L17j、L20]。 网 络 优 化 中 ,一 个 有 名 的 问题 是 所 谓 旅 行 推销 员 问 题 (Traveling Salesman 
Problem) (也 称 为 货 即 担 问 题 ): 一 个 推销 员 要 到 奎 干 个 城市 推销 产品 ,然后 回 到 出 发 上 。 已 知 每 两 个 
城市 之 间 的 距离 ,他 应 如 何 选择 其 旅行 路 线 , 使 每 个 城市 经 过 一 次 且 仅 仅 一 次 ,并 且 总 的 行程 最 短 ? 表 
面 上 看 ,这 个 问题 与 中 国 邮 递 员 问 题 很 相似 ,但 实际 上 ,这 是 一 个 非常 困难 的 问题 ,至今 没有 一 个 求 最 优 
旅行 路 线 的 有 效 方 法 。 由 Lawler 等 人 编著 的 参考 资料 [18j 全 面 地 介绍 了 这 个 问题 的 历史 概况、 理论 
发 展 和 算法 分 析 。 


习题 


8.1 证 明 如 下 序列 不 可 能 是 某 个 简单 图 的 次 的 序列 : 

i 

oy 

Poy Ose 

8.2 已 知 九 个 人 mw :ze 中 ,mm 和 两 人 握 过 手 ,v, ,vs 各 和 四 个 人 握 过 手 ,vw， 
vs，ve，v7 各 和 五 个 人 握 过 手 ,vs ,ve 各 和 六 个 人 握 过 手 ,证 明 这 九 个 人 中 一 定 可 以 找 出 三 
个 人 互相 握 过 手 。 

8.3 ”用 破 圈 法 和 避 圈 法 找 出 图 8-38 的 一 个 支撑 树 。 

8.4 用 破 圈 法 和 避 圈 法 求 图 8-39 中 各 图 的 最 小 树 。 

8.5 己 知 世界 六 大 城市 : (Pe),(N),(Pa),(L),(T),(M)。 试 在 由 表 8-4 所 示 交 通 
网 络 的 数据 中 确定 最 小 树 。 
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图 8-39 


8.6 有 九 个 城市 vw ,vs,… ,vw ,其 公路 网 如 图 8-40 所 示 。 距 劳 数 字 是 该 段 公 路 的 长 
度 ;有 一 批 赁 物 从 Tl 运 到 | Clo , 问 走 哪 条 路 最 短 ? 
8.7 用 Dijkstra 方法 求 图 8-41 中 从 mm 到 各 点 的 最 短路 。 
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图 8-40 图 8-41 


8.8 求 图 8-42 中 从 到 各 点 的 最 短路 。 
8.9 在 图 8-43 中 

(1) 用 Dijkstra 方法 求 从 vi 到 各 点 的 最 短路 ; 
(2) 指出 对 mm 来 说 哪些 顶点 是 不 可 到 达 的 。 


图 8-43 


8.10 求 图 8-44 中 从 任意 一 点 到 另外 任意 一 点 的 最 短路 。 
8.11 在 如 图 8-45 所 示 的 网 络 中 ,每 跌 劳 的 数字 是 (cu ,fi )。 
(1) 确定 所 有 的 截 集 

(2) 求 最 小 截 集 的 容量 ; 

(3) 证 明 指 出 的 流 是 最 大 流 。 


UI Et 2 7 ve 


(2, 2) 


图 8-44 图 8-45 


8.12 求 如 图 8-46 所 示 的 网 络 的 最 大 流 ( 每 距 劳 的 数字 是 (c ,fi ))。 
8.13 求 如 图 8-47 所 示 的 网 络 的 最 大 流 。 
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8.14 两 家 工厂 zl 和 xs 生产 一 种 商品 ,商品 通过 如 图 8-48 所 示 的 网 络 运送 到 市 场 
yiyy yy 试用 标号 法 确定 从 工厂 到 市 场所 能 运送 最 大 总 量 。 
8.15 求 如 图 8-49 所 示 的 网 络 的 最 小 费用 最 大 流 ,每 跑 劳 的 数字 是 (pi ,ci ) 。 


8.16 求解 如 图 8-50 所 示 的 中 国 邮递 员 问 题 。 

8.17 设 G 一 (V,E) 是 一 个 简单 图 , 令 SCG) 
min {d(vw)}( 称 6G) 为 G 的 最 小 次 )。 证 明 : 

(1) 若 6CG) 三 2, 则 G 必 有 图 ; 

(2) 大 (OG) 宇 2; 则 GG 必 有 包含 至 人 少 5(G) 十 1 条 边 
的 阁 。 图 8-50 

8.18 设 G 是 一 个 连通 图 ,不 含 奇 点 。 证 明 : G 中 不 舍 割 边 。 

8. 19 给 一 个 连通 赋 权 图 G, 类 似 于 求 G 的 最 小 支撑 树 的 Kruskal 方法 ,给 出 一 个 求 
G 的 最 大 文 撑 树 的 方法 。 

8.20 下 述 论 断 正 确 与 否 : 可 行 流 f 的 流量 为 零 , 即 v(f) 一 0, 当 且 仅 当 了 是 


零 流 
< DL « 


8.21 设 D= 二 (V,A,0O) 是 一 个 网 络 。 证 明 ; 如 果 DD 中 所 有 弧 的 容量 ec; 部 是 整数 , 那 
么 必 存 在 一 个 最 大 流 f= 二 {f;) ,使 所 有 方 都 是 整数 。 
去 件 Vl Vn" Voso 机 床 1 可 加 工 和 零件 
| 


8.22 已 知 有 六 人 机床 zl zz 六 个 
V1 XA2 可 加 工 零 件 MI M2 43 可 加 工 零 件 VLI9M2eV3 Ta 可 加 -零件 2 :5 可 加 工 零 件 
ys sy3，Yy4; Xe 可 加 工 和 零件 ys ,ws ,ye 。 现 在 要 求 制 定 一 个 加 工 方 案 , 使 一 台 机 床 只 加 工 一 
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个 零件 ,一 个 零件 只 在 一 台 机 床上 加 工 , 要 求 尽 可 能 多 地 安排 零件 的 加 工 。 试 把 这 个 问题 
化 为 求 网 络 最 大 流 的 问题 , 求 出 能 满足 上 述 条 件 的 加 工 方案 。 
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网 络 计 划 


当前 ,世界 上 工业 发 达 国 家 都 非常 重视 网 络 计划 技术 在 现代 管理 中 的 应 用 。 它 已 被 
许多 国家 公认 为 当前 最 为 行 之 有 效 的 管理 方法 之 一 。 国 外 多 年 实践 证 明 ,应 用 网 络 计划 
技术 组 织 与 管理 生产 和 项 目 一 般 能 缩短 工期 20%% 左 右 , 降 低 成 本 10% 左 右 。 

美国 是 网 络 计划 技术 的 发 源 地 。 美 国政 府 于 1962 年 规定 , 凡 与 政府 签订 合同 的 企 
业 ,都 必须 采用 网 络 计 划 技 术 , 以 保证 工程 进度 和 质量 。1974 年 肪 省 理工 学 院 调查 指出 : 
“ 绝 大 部 分 美国 公司 采用 网 络 计 划 编 制 施工 计划 。.” 目 前 ,美国 基本 上 实现 了 用 计算 机 绘 
画 、 优 化 计算 和 资源 平衡 、 项 目 进 度 控制 ,实现 了 计划 工作 自动 化 。 以 后 又 提出 了 新 的 网 
络 计 划 技 术 ,如 图 示 评 审 技术 (GERT) ,风险 评审 技术 (VERT) 等 ， 

我 国 应 用 网 络 计 划 技 术 是 从 20 世纪 60 年 代 初 期 开始 。 著 名 科学 家 钱学森 将 网 络 计 
划 方 法 引入 我 国 , 并 在 航天 系统 应 用 。 闭 名 数学 家 华罗庚 在 综合 人 研究 各 类 网 络 方法 的 基 
础 上 ,结合 我 国 实际 情况 加 以 简化 ,于 1965 年 发 表 了 《统筹 方法 平话 》, 为 推广 应 用 网 络 计 
划 方 法 况 定 了 基础 。 近 几 年 , 随 大 科技 的 发 展 和 进步 ,网 络 计 划 技 术 的 应 用 也 日 益 得 到 工 
程 管理 人 员 的 重视 , 且 已 取得 可 观 的 经 济 效益 。 如 上 海宝 钢 炼 铁 厂 1 号 高 炉 土 建 工 程 施 
工 中 ,应 用 网 络 法 ,缩短 工期 21% ,降低 成 本 9.8%。 广 州 白 天 我 宾馆 在 建设 中 ,运用 网 络 
计划 技术 ,工期 比 外 商 签订 的 合同 提前 四 个 半月 , 仪 投资 利明 就 市 约 1 000 万 港元 。 为 在 
我 国 推广 普及 网 络 计 划 技 术 ,我 国 建设 部 公布 [工程 网 络 计划 技术 规程 》, 以 便 统 一 技术 
术语 、 符 号、 代号 和 计算 规范 。 特 别 是 近 几 年 来 ,微机 的 普及 和 网 络 计划 软件 的 不 断 更 新 
换代 ,这 些 为 在 国内 大 范围 推广 网 络 计划 技术 创造 了 条 件 。 


9.1 网 络 计 划 图 


网 络 计划 图 的 基本 思想 是 ,首先 应 用 网 络 计 划 图 来 表示 工程 项 目 中 计划 要 完成 的 各 
项 工作 ,完成 各 项 工作 必然 存在 先后 顺序 及 其 相互 依赖 的 逻辑 关系 ; 这 些 关 系 用 方 点 、 和 前 
线 来 构成 网 络 图 。 网 络 图 是 由 左 同 右 绘制 ,表示 工作 进程 ,并 标注 工作 名 称 、 代 号 和 工作 
持续 时 间 等 必要 信息 。 通 过 对 网 络 计 划 图 进行 时 间 参 数 的 计算 , 找 出 计划 中 的 关键 工作 
和 关键 线路 ; 通过 不 断 改 进 网 络 计 划 ,寻求 最 优 方案 ,以 求 在 计划 执行 过 程 中 对 计划 进行 
有 效 的 控制 与 监督 ,保证 合理 地 使 用 人 力 、 物 力 和 财力 ,以 最 小 的 消耗 取得 最 大 的 经 济 
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效果 。 
9.1.1 基本 术语 


网 络 计 划 图 是 在 网 络 图 上 标注 时 标 和 时 间 参 数 的 进度 计划 图 ,实质 上 是 有 了 时序 的 有 
回 赋 权 图 。 表 述 关键 路 线 法 (CPM) 和 计划 评审 技术 (PERT) 的 网 络 计划 图 没有 本 质 的 区 
别 ,它们 的 结构 和 术语 是 一 样 的 。 仅 前 者 的 时 间 参 数 是 确定 型 的 ,而 后 者 的 时 间 参 数 是 不 
确定 型 的 。 于 是 统一 给 出 一 套 专用 的 术语 和 符号 。 

(1) 节点 、 泪 线 是 网 络 计 划 图 的 基本 组 成 元 素 。 箭 线 是 一 段 带 箭头 的 实 射线 (用 "一 ” 
表示 ) 和 虚 射 线 ( 用 ”--* ?表示 ) ,节点 是 箭 线 两 端的 连接 点 (用 ” 〇 ”或 “站 ?表示 ) 。 

(2) 工作 (也 称 工序 活动、 作业 ) 是 将 整个 项 目 按 需要 粗细 程度 分 解 成 知 干 需要 耗费 
时 间或 需要 耗费 其 他 资源 的 子 项 目 或 单元 。 它 们 是 网 络 计 划 图 的 基本 组 成 部 分 。 

(3) 描述 工程 项 目 网 络 计 划 图 有 两 种 表达 的 方式 : 双 代 号 网 络 计 划 图 和 单 代号 网 络 
计划 图 。 双 代号 网 络 计 划 图 在 计算 时 间 参 数 时 ,又 可 分 为 工作 计算 法 和 市 点 计算 法 。 

(4) 双 代 号 网 络 计划 图 。 在 双 代 号 网 络 计 划 图 中 ,用 箭 线 表示 工作 , 箭 尾 的 节点 表示 
工作 的 开始 点 ,箭头 的 节 点 表示 工作 的 完成 点 。 用 (7 ) 两 个 代号 及 鼻 线 表示 一 项 工作 ， 
在 箭 线 上 标记 必需 的 信息 ,如 图 9-1 所 示 。 

箭 线 之 间 的 连接 顺序 表示 工作 之 间 的 先后 开工 的 逻辑 关系 。 

(5) 单 代号 网 络 计 划 图 。 用 节点 表示 工作 ,第 线 表示 工作 先后 完成 顺序 的 逻辑 关系 。 
在 节点 中 标记 必需 的 信息 ,如 图 9-2 所 示 。 


工作 代号 


工作 代号 
工作 名 称 
持续 时 间 


工作 名 称 
持续 时 间 


于 作 厂 称 联 人 二 
“′ ”持续 时 间 


图 9-1 图 9-2 


9.1.2 双 代 号 网 络 计 划 图 


这 里 主要 介绍 双 代 号 网 络 计划 图 的 绘制 和 按 工 作 计 算 时 间 参 数 的 方法 。 以 下 通过 例 
题 来 说 明 网 络 计 划 图 的 绘制 和 时 间 参 数 的 计算 。 

例 9-1 开发 一 个 新 产品 ,需要 完成 的 工作 和 先后 关系 ,各 项 工作 需要 的 时 间 汇 总 在 
逻辑 关系 表 中 , 见 表 9-1。 要 求 编制 该 项 目的 网 络 计 划 图 和 计算 有 关 和 参数 ,根据 表 9-1 中 
数据 ,绘制 网 络 图 , 见 图 9-3。 
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表 9-1 
1 A | 0 | 机 CD 
2 | 外 购 本 套件 L 
3 | 锻件 准备 F 
1 | 工装 抽 和 Gh 
i 
7 | 工 并 和: 
5 | 柜 加 工 3 L 
10 装配 与 调试 -= 
外 网 配 套件 B 
45 
锻件 CC 加 工 1F 
人 
设计 4 、 工装 制造 1D 汇 本 LL 
全 60 2 20 (4 ) 30 你 25 你 35 Ca 
™ 
“电工 作 B” 
铸件 E 加 工 2 
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图 9-3 


为 了 正确 表述 工程 项 目 中 各 个 工作 的 相互 连接 关系 和 正确 绘制 网 络 计 划 图 ,应 遵循 
以 下 规则 和 术语 : 

1. 网 络 计划 图 的 方向 .时 序 和 节点 编号 

网 络 计 划 图 是 有 向 \ 有 序 的 赋 权 图 , 按 项 目的 工作 流程 自 左 向 右 地 绘制 。 在 时 序 上 反 
上映 完成 各 项 工作 的 先后 顺序 。 节 点 编号 必须 按 箭 尾 节 点 的 编号 小 于 箭头 节点 的 编号 来 标 
记 。 在 网 络 图 中 只 能 有 一 个 起 始 节 点 ,表示 工程 项 目的 开始 。 一 个 终点 节点 ,表示 工程 项 
目的 完成 。 从 起 始 节 点 开始 沿 入 线 方 呵 顺序 自 左 往 右 , 通 过 一 系列 箭 线 和 节点 ,最 后 到 达 
终点 市 点 的 通路 , 称 为 线路 。 

2. 紧 前 工作 和 紧 后 工作 

紧 前 工作 是 指 紧 排 在 本 工作 之 前 的 工作 , 且 开 始 或 完成 后 ,才能 开始 本 工作 。 紧 后 工 
作 是 指 紧 排 在 本 工作 之 后 的 工作 , 且 本 工作 开始 或 完成 后 ,才能 做 的 工作 。 如 图 9-3 中 ， 
只 有 工作 A 完成 后 工作 B,C,D,E 才能 开始 ,工作 A 是 工作 B,C,D,E 的 紧 前 工作 ; 而 
工作 B,C,D,E 则 是 工作 A 的 紧 后 工作 。 在 复 淋 的 工程 项 目 中 ,它们 之 间 有 三 种 关系 ， 
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结束 后 , 才 开 始 ; 开始 后 , 才 开 始 ; 结束 后 , 才 结 束 。 本 例 只 小 及 结束 后 才 开 始 的 关系 。 
从 起 始 节点 至 本 工作 之 前 在 同一 线路 的 所 有 工作 , 称 为 先行 工作 ; 自 本 工作 到 终点 节点 
在 同一 线路 的 所 有 工作 , 称 为 后 继 工 作 。 工 作 G 的 先行 工作 有 工作 A ,Di; 工作 KK,L 是 
工作 G 的 后 继 工 作 。 

3. 唐 工 作 

在 双 代 号 网 络 计划 图 中 ,只 表示 相 邻 工作 之 间 的 逻辑 关系 ,不 占用 时 间 和 不 消耗 人 
力 ,资金 等 的 虚设 的 工作 。 虚 工作 用 虚 入 线 ----+ 表 示 。 如 在 图 9-3 中 国 ----+ 加 只 表示 工 
作 D 完成 后 ,工作 五 才能 开始 。 

4. 相 邻 两 节点 之 间 只 能 有 一 条 箭 线 连接 ,否则 将 造成 逻辑 上 的 混乱 

如 图 9-4 是 错误 的 画 法 ,为 了 使 两 节点 之 间 只 有 一 条 箭 线 ,可 增加 一 个 节点 加 ,并 增 
加 一 项 虚 工 作 名 '-- 一 加 。 图 9-5 是 正确 的 画 法 。 


应 当 改 成 
图 9-4 图 9-5 


5. 了 网络 计划 图 中 不 能 有 缺口 和 回路 

在 网 络 计 划 图 中 严禁 出 现 从 一 个 节点 出 发 , 顺 稍 线 方向 又 回 到 原 ! tan 
路 。 回 路 将 表示 这 工作 永远 不 能 完成 。 网 络 计划 图 中 出 现 缺 口 , 表 示 这 些 工 作 永 远 达 不 
到 终点 。 项 目 无 法 完成 。 

6. 平行 工作 

可 与 本 工作 同时 进行 的 工作 。 

7. 起 始 节点 与 终点 节点 

在 网 络 计划 图 中 只 能 有 一 个 起 始 节点 和 一 个 终点 节点 。 当 工程 开始 或 完成 时 存在 几 
个 平行 工作 时 ,可 以 用 虚 工 作 将 它们 与 起 始 节点 或 终点 节点 连接 起 来 。 


8. 线路 
网 络 几 中 从 起 点 点 治 咎 比方 癌 顺 太 通 过 一 系列 租 线 与 节点 ,最 后 到 达 终 点 布点 的 
通路 。 本 例 中 有 五 条 线路 。 并 可 以 计算 出 各 线路 的 持续 时 间 , 见 表 9-2。 
表 9-2 
线路 线路 的 组 成 各 工作 的 持续 时 间 之 和 /天 

1 DO 人 ® 60 十 45 十 35 一 140 
DD—@® 60 十 10 十 18 十 35 一 123 
3 帆 一 因 一 由 一 各 一 全 一 四 60 十 20 十 30 十 25 十 35 一 170 
4 四 一 加 一 由 一 四 一 四 一 四 60 十 20 十 15 十 35 一 130 
5 山 一 加 一 加 一 四 一 巴 60 十 40 十 15 十 35 一 150 
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从 网 络 图 中 可 以 计算 出 各 线路 的 持续 时 间 。 其 中 有 一 条 线路 的 持续 时 间 最 长 线路 是 
关键 路 线 ,或 称 为 主要 矛盾 线 。 关 键 路 线 上 的 各 工作 为 关键 工作 。 因 为 它 的 持续 时 间 就 
决定 了 整个 项 目的 工期 。 关 键 路 线 的 特征 以 后 再 进一步 阐述 。 

9. 网 络 计 划 图 的 布局 

尽 可 能 将 关键 路 线 布置 在 网 络 计 划 图 的 中 心 位 置 , 按 工 作 的 先后 顺序 将 联系 紧密 的 
工作 布置 在 邻近 的 位 置 。 为 了 便于 在 网 络 计划 图 上 标注 时 间 等 数据 , 箭 线 应 是 水 平 线 或 
具有 一 段 水 平 线 的 折线 。 在 网 络 计 划 图 上 附 有 时 间 坐 标 或 日 历 进 程 。 

10. 网 络 计 划 图 的 类 型 

(1) 总 网 络 计划 图 ,以 整个 项 目 为 计划 对 象 , 编 制 网 络 计 划 图 。 供 决策 领导 层 使 用 。 

(2) 分 级 网 络 计 划 图 ,这 是 按 不 同 管理 层次 的 需要 ,编制 的 范围 大 小 不 同 , 详 细 程度 
不 同 的 网 络 计 划 图 , 供 不 同 管理 部 门 使 用 。 

(3) 局 部 网 络 计划 图 ,将 整个 项 目的 某 部 分 作为 对 象 ,编制 更 详细 的 网 络 计划 图 , 供 
专业 部 门 使 用 。 

当 用 计算 机 网 络 计 划 软 件 编制 时 ,在 计算 机 上 可 进行 网 络 计 划 图 分 解 与 合并 。 网 络 
计划 图 详细 程度 ,可 以 根据 需要 ,将 工作 分 解 为 更 细 的 子 工 作 , 也 可 以 将 几 项 工作 合并 为 
综合 的 工作 ,以 便 显 示 不 同 粗细 程度 的 网 络 计 划 。 


9.2 网 络 计划 图 的 时 间 参 数 计 算 


网 络 计划 的 时 间 参 数 计算 有 几 种 类 型 : 双 代 号 网 络 计 划 有 工作 计算 法 和 市 点 计算 
法 ; 单 代 号 网 络 计 划 有 三 点 计 算法 。 以 下 仅 介 绍 工作 计算 法 ,其 他 的 计算 法 可 参考 《工程 
网 络 计 划 技 术 规 程 》JGJ/T121-99) 。 

网 络 图 中 工作 的 时 间 参 数 ,它们 是 : 工作 持续 时 间 (CD) ,工作 最 早 开始 时 间 (ES) , 工 
作 最 早 完成 时 间 (EF); 工作 最 迟 开 始 时 间 (LS) ,工作 最 迟 完 成 时 间 (CLF); 工作 总 时 差 
(CTF) 和 工作 自由 时 差 CFF)。 
9.2.1 工作 持续 时 间 D 

工作 持续 时 间 计 算是 一 项 基础 工作 ,关系 到 网 络 计 划 是 否 能 得 到 正确 实施 。 为 了 有 
效 地 使 用 网 络 计划 技术 ,需要 建立 相应 的 数据 库 。 这 是 需要 专项 讨论 的 问题 。 这 里 简 述 
计算 工作 持续 时 间 的 两 类 数据 和 两 种 方法 。 

1. 单 时 估计 法 (定额 法 ) 

每 项 工作 只 估计 或 规定 一 个 确定 的 持续 时 间 值 的 方法 。 一 般 有 工作 的 工作 量 ,劳动 
定额 资料 以 及 投入 人 力 的 多 少 等 ,计算 各 工作 的 持续 时 间 

人 全 。 7 

式 中 : Q 一 一 工作 的 工作 量 。 以 时 间 单 位 表示 ,如 小 时 ,或 以 体积 .质量 .长 度 等 单位 表示 
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S 一 一 每 人 或 每 台 设 备 每 工作 班 能 完成 的 工作 量 ， 
正常 工作 班 数 。 
当 具 有 类 似 工作 的 持续 时 间 的 历史 统计 资料 时 ,可 以 根据 这 些 资料 ,采用 分 析 对 比 的 
ee 定 所 需 工作 的 持续 时 间 ，。 
.三 了 时 估计 法 
rare 作 的 持续 时 间 的 历史 资料 时 ,在 较 难 估计 出 工作 持续 时 间 时 ,可 对 工 
作 进 行 估 计 三 种 时 间 值 ,然后 计算 其 平均 值 。 这 三 种 时 间 值 是 、 


乐观 时 间 在 一 切 和 都 顺利 时 ,完成 工作 需要 的 最 少时 间 , 记 作 a。 
最 可 能 时 间 在 正常 条 件 下 ,完成 工作 所 宕 要 的 时 间 , 记 作 mm。 
悲观 时 间 在 不 顺利 条 件 下 ,完成 工作 需要 最 多 的 时 间 , 记 作 5。 


显然 上 述 三 种 时 间 发 生 都 具有 一 定 的 概率 ,根据 经 验 , 这 些 时 间 的 概率 分 布 认为 是 正 
态 分 布 。 一 般 情 痪 下 ,通过 专家 估计 法 ,给 出 三 时 估计 的 数据 。 可 以 认为 工作 进行 时 出 现 
最 顺利 和 最 不 顺利 的 情况 比较 少 , 较 多 是 出 现 正常 的 情况 。 按 平均 意义 可 用 以 下 公式 计 


了 和 
算 工 作 持 续 时 间 值 : DD 一 人 方差 二 =[ 气 ?| 


9.2.2 计算 关系 式 


这 些 时 间 参 数 的 关系 可 以 用 图 9-6 表示 工作 的 关系 状态 。 手 工 计算 可 在 网 络 图 上 进 
行 , 计 算 步 又 为 : 

(1) 计算 各 路 线 的 持续 时 间 ( 见 表 9-2)。 

(2) 按 网 络 图 的 入 线 的 方向 ,从 起 始 工 作 开 始 , 计 算 各 工作 的 ES,EF.， 

(3) 从 网 络 图 的 终点 市 点 开始 , 按 首 蔬 线 的 方 呵 ,推算 出 各 工作 的 LS,LF，。 

(4) 确定 关键 路 线 CCP) 。 

(5) 计算 TF,FF。 

(6) 平衡 资源 。 


工作 持续 时 间 忆 -， 


工作 4 的 自由 上 时差 ok yg 本 
TF, LS ES, | 二 LS LF 
FF FES, BF 


图 9-6 


例 9-2 计算 各 工作 的 时 间 参 数 , 并 将 计算 结果 记 入 网 络 计 划 
中 , 网 让 -17 


到 的 相应 工作 的 “L]” 
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1. 工作 最 早 开 始 时 间 ES 和 工作 最 早 完 成 时 间 EF 的 计算 

利用 网 络 计划 图 ,从 网 络 计划 图 的 起 始点 开始 , 沿 箭 线 方向 依次 逐 项 计算 。 第 一 项 工 
作 的 最 早 开始 时 间 为 0, 记 作 ES;-; = 二 0( 起 始点 i 二 1)。 第 一 件 工作 的 最 早 完成 时 间 
EF1_; 二 ES1_; 十 D1-_;。 第 一 件 工作 完成 后 ,其 紧 后 工作 才能 开始 。 它 工作 最 早 完 成 时 间 
EF 就 是 其 紧 后 工作 最 早 开 始 时 间 ES。 本 工作 的 持续 时 间 DD。 表 示 为 

EF;_ ,= ES,-,+D,.., 

计算 工作 的 ES 时 , 当 有 多 项 紧 前 工作 情况 下 ,只 能 在 这 些 紧 前 工作 中 都 完成 后 才能 
开始 。 因 此 本 工作 的 最 早 开 始 时 间 是 : ES 二 max( 紧 前 工作 的 EF) ,其 中 EF 二 ES 十 工作 
持续 时 间 DD, 表 示 为 

ES, ;—maxs (EPF,-;)—=max, (ES;,- ;TT D,_;) 
例 9-2 的 ES,EF 计算 值 在 表 9-3 的 ,也 列 中 ， 


表 9-3 


证 最 早 开始 时 间 ES，， 最 早 完成 时 间 EF，， 
0 5 0=0+® 

B(2—7) | EEC | Br ES 7 十 Da_ a 105 
C(2-3) | 10 | ES, :=EF,,=60 EF,-s=ES,-s+D;-;=60+10=70 
D(2—4) | 20 | ES ,=EF,,=60 EF,_,=ES;_,+D;_,=60+20=80 
E(2-5) | 40 | ES,s=EF, ,=60 EF,_s=ES, 5 十 D。 :=60 十 40=100 
FE (4 一 5) 0( 虚 工作 ) ES,_s=EF,_,=80 EF,_s=ES,_s+D:_s=80+0=80 

F(3 一 7) ES, ,=EF, ;=70 EF,_ ,=ES; ;+D;,_;=70+18=88 
G(4 一 6) ES,_6=EF,_,=80 EFs_6=ESs_s+Dss=80+30=110 
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续 表 
工作 i 一 ; | 持续 时 间 D,-; 最 早 开 始 时 间 ES; -; 最 早 完成 时 间 EF;-，; 
0 Oo | 9 9-@+@ 


FSs-r=max(EF,-s, EF,-s) 
RE FF ?一下 SS 7 十 局 ?三 100 十 15 王 115 


FSe_:=EF,_s=110 上 Fi 一 下 9 7 十 也 -7 一 110 十 25 王 135 


下 97_ 8 一 max (EF,_, EE EFF, 和 下 一， 
FF:s_7)=EF:_;=135 


FEF,_s =ES:_s 二 D;_s 一 135 十 35 一 170 


利用 双 代 号 的 特征 ,很 容易 在 表 中 确定 某 工 作 的 紧 前 工作 和 紧 后 工作 。 几 是 后 续 
工作 的 祷 尾 代号 与 菜 工 作 的 第 头 代 号 相同 者 , 便 是 它 的 紧 后 工作 ; 凡是 先行 工作 的 区 
头 代 号 与 某 工 作 的 箭 尾 代号 相同 者 , 便 是 它 的 紧 前 工作 。 在 表 9-3 中 首先 填 人 中 .四 两 列 
数据 ,然后 由 上 往 下 计算 ES 与 EF 。 着 某 工作 (i 一 丫 的 先行 工作 中 存在 几 个 (4 一 让 ,从 中 
选择 最 大 的 EF,_; 进 行 计算 ES;_; 一 maxs [EF,_;], 即 计算 EF ,如 计算 ES;_s 时 ,可 
从 表 9-3 的 四 列 已 有 的 EF6_; ,EF;_; ,EF;,_; 中 找到 最 大 的 EF。_; 二 135。 将 它 填 入 表 9-3 
的 @@ 列 ,对 应 的 L(7 一 8) 行 即 可 。 如 此 计算 也 很 方便 。 

2. 工作 最 迟 开始 时 间 LS 与 工作 最 迟 完成 时 间 LF 

应 从 网 络 图 的 终点 节点 开始 ,采用 逆序 法 逐 项 计算 。 即 按 逆 箭 线 方向 ,依次 计算 各 工 
作 的 最 迟 完成 时 间 LF 和 最 迟 开 始 时 间 LS ,直到 第 一 项 工作 为 止 。 网 络 图 中 最 后 一 项 工 
作 (i 一 0) 二 n) 的 最 述 完成 时 间 应 由 工程 的 计划 工期 确定 。 在 未 给 定时 ,可 邻 其 等 于 其 
最 早 完 成 时 间 , 即 LF,-_ ,二 EF,;-,。EF;-, 由 表 9-3 中 的 计算 结果 是 已 和 的 了 ,并 且 应 当 小 
于 或 等 于 计划 工期 规定 的 时 间 工 ,。 

LF 一 min( 紧 后 工作 的 LS) ,LS 二 LF 一 工作 持续 时 间 DD 

其 他 工作 的 最 述 开 始 时 间 LS;-; 二 LF;-; 一 D;-;; 当 有 多 个 紧 后 工作 时 ,最 述 完 成 时 
间 LF 一 min( 紧 后 工作 的 LS) ,或 表示 为 LF;_ ;一 mins (LF;-, 一 D,_,)。 

可 在 表 9-4 中 进行 。 计 算 从 下 到 上 地 进行 ,从 工作 工 (7 一 8) 开 始 , 令 表 9-4 的 包 列 最 
后 一 条 的 本 一 疙 一 全 


表 9-4 
工作 “| 持续 时 间 最 迟 完成 时 间 最 迟 开始 时 间 总 时 差 TPFi 一 ; 自由 时 状 
一 Di—i LF;—j;=ming (LS;—k) LS j=Lii—j— Di =L% ij— bn—i Phi—j=EW—k— Ehi—;i 


0 | ol 9 | 6@-o-0o | 0=0-0 @ 
4(1-2) | 60 |LF1~2=LS2—4=60 |LS1—2=LF1—2—60=60—60=0 | 0-0=0 |FFI_2=ESs_3—EF1_2=0 
B(2—7) 45 |LF2_7=LSr—8=135 LSs_7=LF2_7—45=135—45=90 90—60=30 |FFs_7=FES;_s—EF2_7=135—105=30 


C2—3) | 10 |LF2—3=LS3—7=117 |LS2—3=LF2—3—10=117—10=107 | 107 一 60=47 |FF2s_3=ES3—7—EF2—3=70—70=0 

D(2—4) | 20 |LF2—4=LS4—6=80 LS2_4 =LF2_4—20=80—20=60 60—60=0 |FFs_4=FES4_6—EF»_6=80—80=0 

FE(2—5) ”40 [LF2-5=LS5—7=120 LSs_s=LF2s_s—40=120—40=80 80—60=20 |FFs_s=FESs_7—EF2_s=100—100=0 
F(3-7) | 18 |LF3-7=LS7—s=135 |LS3—7=LF3—7—18=135—18=117 | 117 一 70=47 |FF3—7=ESr—s—EF3—?=135—88=47 
G4—6) | 30 |LF,-e=LS6—7=110 |LS4—6=LF4s—6—30=110—30=80 80—80=0 |FF,_s=ESe_7—EF,_¢6=110—110=0 
H(5—7) | 15 |LFs_7=LS7-s=135 |LSs—7=LFs—7—15=135—15=120 | 120 一 100=20 |FFs—7=ESr—8—EFs—7=135—115=20 
Kt6—7) | 25 |LFe—?=LSr—s=135 |LS6—7=LFe—7—25=135—25=110 | 110 一 110=0 |FFe—7=ESr—s—EFe—7=135—135=0 
L(7—8) | 35 [LF-s=EFr—s=170 |LS7-s=LF7—8—35=170—35=135 到 


135—135=0 | PP7 一 8 一 一 170 王 170 一 170=0 
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于 是 可 计算 出 EPF)-: 王 工 F :一 也 -一 135。 工 作 工 (7 一 8) 的 紧 前 工作 的 箭 尾 代号 与 
工作 L(7 一 8) 的 第 头 代 号 是 相同 的 ,这 里 有 KK(6 一 7),H(5 一 7),F(3 一 7),B(2 一 7); 它们 
只 有 唯一 的 紧 后 工作 工 (7 一 8) ,所 以 工 Fi_ ,LE ,LF;_1 ;LF;_; 都 等 于 LF;_s 一 135。 盾 
人 表 9-4 加 列 的 相应 行 即 可 。 当 具有 多 个 紧 后 工作 时 ,如 要 计算 工 F_: 时 , 先 查 A(C1 一 2) 
的 紧 后 工作 有 几 个 ,从 代号 可 以 看 到 是 B(2 一 7),C(2 一 3),D(2 一 4),E(2 一 5), 对 应 的 
0 的 LL 
SG。 

3. 工作 时 差 

工作 时 差 是 指 工 作 有 机 动 时 间 。 和 常用 有 两 种 时 差 , 即 工作 总 时 差 和 工作 目 由 时 差 。 

(1) 工作 总 时 差 TF,_， 

TF, ;是 指 在 不 影响 工期 的 前 提 下 ,工作 所 具有 的 机 动 时 间 , 按 工作 计算 法 计算 。 在 
表 9-4 中 国王 四 一 四 的 数据 。 

TE — EF EG —D; ,L909 或 TRE 一 LR ER 

注 工作 总 时 差 往往 为 在 干 项 工作 共同 拥有 的 机 动 时 间 , 如 工作 C(2 一 3) 和 工 
作 FC3 一 7) ,其 工作 总 时 差 为 47, 当 工作 C(2 一 3) 用 去 一 部 分 机 动 时 间 后 ,工作 FC(3 一 7) 
的 机 动 时 间 将 相应 地 减少 。 

(2) 工作 自由 时 差 FF 

工作 自由 时 差 是 指 ; 在 不 影响 其 紧 后 工作 最 早 开 始 的 前 提 下 ,工作 所 具有 的 机 
动 时 间 。 

FF,_,;~—~ES,;_s—ES._;—D;-; 或 FF,-_; 一 ES,_,—EF.,..; 

计算 结果 见 表 9-4@@ 和 图 9-7。 工 作 自 由 时 差 是 某 项 工作 单独 拥有 的 机 动 时 间 , 其 大 
小 不 受 其 他 工作 机 动 时 间 的 影响 。 

关键 路 线 的 特征 : 在 线路 上 从 起 点 到 终点 都 由 关键 工作 组 成 。 在 确定 型 网 络 计 划 中 
是 指 线路 中 工作 总 持续 时 间 最 长 的 线路 。 在 关键 线路 上 无 机 动 时 间 , 工 作 总 时 差 为 零 。 
在 非 确 定型 网 络 计划 中 是 指 估 计 工 期 完成 可 能 性 最 小 的 线路 。 


9.3 时 标 网 络 计划 图 


时 间 坐 标 简称 时 标 。 时 标 在 网 络 计 划 图 的 上 方 或 下 方 , 用 以 表示 工程 进度 时 间 的 坐 
标 轴 。 根 据 需 要 规定 时 间 单 位 为 : 小 时 .天 . 周 . 月 或 季 。 标 注 有 时 间 坐 标的 网 络 计划 图 
称 为 时 标 网 络 计 划 图 。 在 该 图 中 箭 线 的 长 度 就 表示 工作 持续 时 间 的 长 度 。 在 图 中 可 以 用 
实 粗 箭 线 表示 关键 工作 和 关键 线路 ,并 且 可 用 不 同 的 线 型 表示 出 工作 的 总 时 差 和 自由 时 
差 , 例 9-1 的 时 标 网 络 计 划 图 如 图 9-8 所 示 。 
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0 70 
网 加 
向 昌 凶 


0 


各 纪 [二 二 二] 总 时 差 自由 时 差 


9.4 ”网络 计划 的 优化 


绘制 网 络 计 划 图 ,计算 时 间 参 数 和 确定 关键 线路 , 仅 得 到 一 个 初始 计划 方案 。 然 后 根 
据 上 级 要 求 和 实际 资源 的 配置 ,需要 对 初始 方案 进行 调整 和 完善 , 即 进 行 网 络 计 划 优 化 。 
目标 是 综合 考虑 进度 ,合理 利用 资源, 降低 费用 等 。 


9.4.1 工期 优化 


右 网 络 计划 图 的 计算 工期 大 于 上 级 要 求 的 工期 时 ,必须 根据 要 求 计 划 的 进度 ,缩短 工 
程 项 目的 完工 工期 。 主 要 采取 以 下 措施 ,增加 对 关键 工作 的 投入 ,以便 缩短 关键 工作 的 持 
续 时 间 ,实现 工期 缩短 。 

(1) 采取 技术 措施 ,提高 工效 ,缩短 关键 工作 的 持续 时 间 ,使 关键 线路 的 时 间 缩 短 。 

(2) 采取 组 织 措 施 , 充 分 利用 非 关 键 工 作 的 总 时 差 , 合 理 调配 人 力 、 物力 和 资金 
等 资源 。 
9 


.4.2 资源 优化 


在 编制 初始 网 络 计 划 图 后 ,需要 进一步 考虑 尽量 利用 现 有 资源 的 问题 。 即 在 项 目 
的 工期 不 变 的 条 件 下 , 均 街 地 利用 资源 。 当 实际 工程 项 目 工 作 繁多 ,需要 投入 资源 种 类 很 
多 时 ,均衡 地 利用 资源 是 很 腑 烦 的 事 , 就 需要 用 计算 机 来 完成 。 为 了 简化 计算 ,具体 操 
作 如 下 : 

(1) 优先 安排 关键 工作 所 需要 的 资源 。 

(2) 利用 非 关 键 工 作 的 总 时 差 ,错开 各 工作 的 开始 时 间 , 避 开 在 同一 时 区 内 集中 使 用 
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同一 资源 ,以免 出 现 高 峰 。 

(3) 在 确实 受到 资源 制约 ,或 在 考虑 综合 经 济 效益 的 条 件 下 ,在 许可 时 ,也 可 以 适当 
地 推迟 工程 的 工期 ,实现 错开 高 峰 的 目的 。 

下 面 通过 例 9-1 的 例子 说 明 平衡 人 力 资 源 的 方法 。 假 设 在 例 9-1 中 , 现 有 机 械 加 工 
[人 人 数 65 人 ,要 完成 工作 DD.F.G、H.K。 各 工作 需要 工人 人 数列 于 表 9-5。 

表 9-5 


工作 持续 时 间 / 天 需要 工人 /人 总 时 差 / 天 


RID 人 OD 号 
= 
A, 


由 于 机 械 加 工 工 人 人 数 的 限制 。 若 上 述 工 作 都 按 最 早 开 始 时 间 安 排 , 在 完成 各 关键 
工作 的 75 天 工期 中 ,每 天 需要 机 械 加 工 工人 人 数 如 图 9-9 所 示 。 有 10 天 需要 80 人 , 另 
10 天 需要 81 人 。 超 过 了 现 有 机 械 加 工 工 人 人 数 的 约束 ,必须 进行 调整 。 以 虚线 表示 的 
非 关 键 路 线 上 非 关 键 工 作 下 、 互 有 机 动 时 间 , 春 将 工作 下 延迟 10 天 开工 ,就 可 以 解决 第 
70 一 80 天 的 超 负 和 荷 问 题 ; 将 工作 五 推迟 10 天 开工 ,可 以 解决 第 100 一 110 天 的 超人 钠 答 问 
题 。 于 是 新 的 负 人 荷 图 ( 见 图 9-10) 能 满足 机 械 工 人 的 人 数 65 人 约束 条 件 。 以 上 上 人力 资源 
平衡 是 利用 非 关 键 工 作 的 总 时 差 , 可 以 避 开 资源 负 葵 的 高 峰 。 

避 开 资源 负荷 高 峰 时 ,可 以 采用 将 非 关 键 工 作 分 段 作 业 或 采用 技术 措施 减少 所 需要 
的 资源 ,也 可 以 根据 计划 规定 适当 延长 项 目的 工期 。 


-3)- (22 人) -G3)}- (22 人 ) 
| : [ 


60 70 80 90 100 10 120 130 天 数 /天 60 70 80 90 100 110 120 130 天 数 /天 


图 9-9 图 9-10 
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9.4.3 时间 一 费用 优化 

编制 网 络 计 划 时 ,要 研究 如 何 使 完成 项 目的 工期 尽 可 能 缩短 ,费用 尽 可 能 少 ; 或 在 保 
证 既定 项 目 完成 时 间 条 件 下 ,所 需要 的 费用 最 少 ; 或 在 费用 限制 的 条 件 下 ,项 目 完工 的 时 
间 最 短 。 这 就 是 时 间 一 费用 优化 要 解决 的 问题 。 完 成 一 项 目的 费用 可 以 分 为 两 大 类 : 

1. 直接 费用 

直接 与 项 目的 规模 有 关 的 费用 ,包括 材料 费用 ,直接 生产 工人 工资 等 。 为 了 缩短 工作 
的 持续 时 间 和 工期 ,就 需要 增加 投入 , 即 增 加 
直接 费用 。 和 

2. 间接 费用 

间接 费用 包括 管理 费 等 。 一 般 按 项 目 工期 
长 度 进行 分 挫 , 工 期 愈 短 , 分 挫 的 间接 费用 就 愈 | “! 直 接 费 用 
少 。 一 般 项 目的 总 费用 与 直接 费用 、 间 接 费 用 、 ee 
项 目 工 期 之 间 存 在 一 定 关 系 ,可 以 用 图 9-11 | - 
图 中 ,全 一 一 最 短工 期 ,项目 总 费用 最 高 1 和 

T, 一 一 最 佳 工期 ; 图 9-11 工期 与 总 费用 

T; 一 一 正常 的 工期 。 的 关系 曲线 

当 总 费用 最 少 工期 短 于 要 求 工期 时 ,这 就 是 最 佳 工期 。 

进行 时 间 一 费用 优化 时 ,首先 要 计算 出 不 同 工 期 下 最 低 直 接 费 用 率 ,然后 考虑 相应 的 
间接 费用 。 费 用 优化 的 步骤 如 下 ， 

(1) 计算 工作 费用 增加 率 ( 人 简称 费用 率 )。 

费用 增加 率 是 指 缩短 工作 持续 时 间 每 一 单位 时 间 ( 如 一 天 ) 所 需要 增加 的 费用 。 

按 工 作 的 正常 持续 时 间 计 算 各 关键 工作 的 费用 率 ,通常 可 表示 为 
1 

PN,_ ;一 PC,_， 


项 目 总 妥 用 


Sh 
LL 


AC;_, 


AC;-; 一 一 工作 i 一 i 的 费用 率 ， 

CC;-; 一 一 将 工作 i 一 j; 持续 时 间 缩 短 为 最 短 
接 费 用 ; 

CN;-; 一 一 在 正常 条 件 下 完成 工作 ;一 ) 所 需要 的 直接 费用 ; 

DN;-; 一 一 工作 i 一 j; 正常 持续 时 间 ; 

DC,;-, 一 一 工作 ;一 / 最 短 持续 时 间 ，。 

(2) 在 网 络 计 划 图 中 找 出 费用 率 最 低 的 一 项 关键 工作 或 一 组 关键 工作 作为 缩短 持续 
时 间 的 对 象 。 其 缩短 后 的 值 不 能 小 于 最 短 持续 时 间 ,不 能 成 为 非 关 键 工 作 。 

(3) 同时 计算 相应 的 增加 的 总 费用 ,然后 考虑 由 于 工期 的 缩短 间接 费用 的 变化 ,在 这 
基础 上 计算 项 目的 总 费用 。 

重复 以 上 步骤 ,直到 获得 满意 的 方案 为 止 。 


4 续 时 间 后 ,完成 该 工作 所 需要 的 直 


= 


253 


254 
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以 下 通过 举例 说 明 。 已 知 项 目的 每 天 间接 费用 为 400 元 ,利用 表 9-6 中 的 已 知 资料 ， 
按 图 9-7 安排 进度 ,项 目 正 常 工期 为 170 天 ,对 应 的 项 目 直 接 费 用 为 68 900 元 ,间接 费用 
为 170X400 王 68 000( 元 ) ,项 目 总 费用 为 136 900 元 。 这 是 在 正常 条 件 下 进行 的 方案 , 称 
为 170 天 方案 。 和 在 要 缩短 这 方案 的 工期 ,首先 缩短 关键 路 线 上 直接 费用 率 最 小 的 工作 的 
持续 时 间 ,在 170 天 方案 中 关键 工作 KK,G 的 直接 费用 率 是 最 低 的 。 从 表 中 可 见 这 两 项 工 
作 的 持续 时 间 都 只 能 缩短 10 天 。 由 此 总 工期 可 以 缩短 到 170 一 10 一 10 王 150( 天 )。 按 
150 天 工期 计算 ,这 时 总 直接 费用 增加 到 68 900 十 (290X10 十 350X10)= 二 75 300( 元 ) 。 由 
于 缩短 工期 ,可 以 减少 间接 费用 400 X20 一 8 000( 元 ) ,工期 为 150 天 方案 的 总 费用 为 
75 300 十 60 000 王 135 300( 元 )。 与 工期 170 天 方案 相 比 ,可 以 节省 总 费用 1 600 元。 

表 9-6 


时 间 / 天 费用 /元 
A | 6 | 10000 
BB | 4 | 450 
Dp | 2 | 700 


但 在 150 天 方案 中 已 有 两 条 关键 路 线 , 即 
四 一 四 一 由 一 昌 一 四 一 图 与 四 一 加 一 加 一 由 一 国 

如 果 再 缩短 工期 ,工作 的 直接 费用 将 大 幅度 增加 。 例 如 在 150 天 方案 的 基础 上 再 缩 
短工 期 10 天 ,成 为 140 天 方案 。 这 时 应 选择 工作 也 ,缩短 10 天 ; 工作 五 缩 短 5 天 (只 能 
缩短 5 天 ) ,工作 EE 缩短 5 天。 这 时 直接 费用 成 为 75 300 十 400X10 十 400X5 十 500X5 二 
83 800( 元 ) 。 间 接 费 用 为 140X400 一 56 000( 元 ) ,总 费用 为 139 800 元 。 显 然 140 天 方案 
的 总 费用 比 150 天 方案 和 170 天 方案 的 总 费用 都 高 。 丝 合 考虑 150 天 方案 为 最 佳 方案 。 
计算 结果 汇总 在 表 9-7 中 。 


om 上 iw|m|. 


二 


表 9-7 
缩短 关键 工作 1 D,H,E 
缩短 工作 持续 时 间 / 天 i 10,5,5 


直接 费用 /元 83 800 
辣 接 费用 /元 56 000 
总 费用 /元 139 600 135 300 139 800 
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9.5 网 络 计 划 软 件 


9.5.1 概况 


20 世纪 60 年 代 , 网 络 计划 图 用 手工 编制 时 ,工作 量 很 大 ,和 若 遇 到 有 些 工 作 资 源 配置 
有 变化 时 ,就 需要 及 时 修改 网 络 计划 图 。 这 是 非常 肪 烦 的 事 , 推 广 应 用 都 存在 很 多 困难 。 
1980 年 以 后 ,微机 开始 普及 起 来 ,到 1983 年 以 后 有 了 在 微机 上 使 用 的 网 络 计 划 的 软件 。 
这 之 后 经 历 了 几 次 变革 ,网 络 计 划 的 软件 随 计 算 机 的 更 新 换代 而 不 断 改 进 。 目 前 网 络 计 
划 技 术 应 用 软件 的 水 平 ,大 约 处 在 第 五 代 。 大 多 数 软件 是 Windows 操作 系统 。 可 以 处 理 
表格 及 图 形 输入 方式 .图形 横道 图 CGantt 图 ) 带 逻辑 连 线 . 单 代号 网 络 计 划 图 .完成 各 种 
数值 计算 等 。 第 六 代 是 面 癌 对 象 的 图 形 依 能 化 的 操作 ,并 在 不 断 完 善 中 。 如 我 国 梦 龙 科 
技 有 限 公 司 开发 的 智能 项 目 动态 控制 软件 ,目前 是 国内 工程 领域 中 用 户 最 多 的 项 目 进度 
控制 软件 , 它 极 易 进行 进度 计划 编制 ,进度 计划 优化 ,进度 跟 蹊 反馈 ,进度 分 析 、 控 制 等 各 
方面 工作 。 

它 可 同时 优化 .计划 ,管理 和 控制 多 个 项 目 , 可 以 多 方案 分 析 比 较 、 目 标 计 划 跟 足 、 可 
实时 监控 。 它 利用 先进 的 资源 平衡 来 优化 资源 计划 ,采用 图 形 化 操作 、 双 代号 网 络 图 ,并 
同时 自动 生成 7 种 不 同 模式 图 、 双 代号 网 络 图 . 单 代 号 .逻辑 图 . 单 双 混合 图 .横道 图 .时 标 
网 络 图 ,完全 根据 不 同 的 需要 来 反映 工程 各 种 数据 。 

将 整个 项 目 作 为 一 个 系统 加 以 处 理 , 通 过 网 络 计划 形式 对 整个 系统 统筹 规划 ,并 进行 
有 效 的 监控 管理 ,解决 项 目 上 最 关心 的 两 个 问题 : 进度 和 费用 。 

以 网 络 计划 为 核心 技术 的 梦 龙 智能 项 目 管 理 动态 控制 系统 MrPert, 也 正好 体现 了 这 


一 点 。 它 很 好 地 解决 了 项 目 管理 者 关心 的 两 个 问题 ; 进度 和 费用 ,为 有 将 地 管理 工程 提 


供 了 极 大 的 方便 。 

大 量 的 工程 项 目 实践 表明 ,应 用 网 络 计划 技术 管理 后 可 以 缩短 建设 周期 20% ,降低 
工程 成 本 10% ,而 编制 网 络 计 划 所 宕 费用 仅 为 总 费用 的 0. 1 和 。 

在 三 峡 工 程 、50 周年 大 阅兵 “神舟 ”号 研制 和 发 射 等 众多 项 目 中 , 梦 龙 的 MrPert 系 
统 得 到 很 好 的 应 用 。 

有 关 网 络 计 划 的 计算 机 软件 的 开发 和 研究 发 展 很 快 ,现在 已 有 不 少 商 品 化 的 软件 。 
国外 的 网 络 计 划 软 件 有 : Time Line, Project Scheduler，Microsoft Projeet 等 。 如 
Microsoft Project 有 若干 不 断 改进 的 版 本 ,但 基本 部 分 是 大 同 小 异 的 。 学 习 和 掌握 使 用 
可 分 阶段 进行 : 初步 了 解 和 和 擎 握 使 用 、 见 练 营 握 和 灵活 使 用 。 它 有 一 套 术 语 , 也 可 以 分 阶 
段 地 束 悉 它们 。 要 全 部 和 苞 握 这 些 软 件 的 使 用 是 需要 花 一 定时 间 的 。 编 制 大 型 工程 项 
目 网 络 计 划 图 ,要 和 切 握 网 络 计划 技术 ,必须 要 擎 握 有 关 网 络 计划 软件 的 人 使用。 否则 网 
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络 计 划 图 就 失去 其 实际 控制 进度 的 作用 。 以 下 对 它们 作 一 初步 介绍 ,便于 读者 入 门 和 
引起 兴趣 。 


9.5.2 编制 网 络 计 划 图 前 的 准备 工作 


1. 项 目的 工作 分 解 结构 (work breakdown structure, WBS) 

将 一 个 项 目 按 巾 粗 到 细 的 原则 ,分 解 为 若干 层次 ,一般 是 树 状 结构 。 分 解 的 粗细 程 
度 ,取决 于 使 用 者 的 要 求 。 最 好 将 项 目的 工作 分 解 层 次 多 一 些 , 细 一 些 。 这 是 一 项 基础 工 
作 , 要 求 项 目的 WBS 应 当 是 稳定 的 ,然后 确定 工作 的 逻辑 关系 , 列 出 工作 有 逻辑 关系 表 , 如 
表 9-1 那样 ,但 是 要 更 详细 。 一旦 经 过 有 关 部 门 审定 ,就 不 能 随意 变动 。 当 将 整个 项 目的 
WBS 输入 计算 机 后 ,软件 可 按 使 用 者 的 需要 ,随时 显示 不 同 层 次 的 纲目 和 细 目 。 

将 工作 按 逻辑 关系 表 输 入 计算 机 后 ,软件 能 目 动 地 给 WBS 的 每 组 成 部 分 指定 识别 
编写。 计算 机 根据 工作 的 识别 编号 进行 运算 。 并 按 软 件 具 有 的 功能 , 目 动 完成 各 种 图 表 
的 给 制 和 有 关 参 数 的 计算 。 

2. 数据 

收集 和 整理 对 应 项 目 工 作 分 解 结构 各 层次 工作 的 数据 。 包 括 与 计算 工作 持续 时 间 有 
关 的 数据 ,对 应 各 工作 的 所 需要 资源 及 其 经 济 指标 ,与 计算 项 目 经 济 指标 有 关 的 各 工作 的 
费用 数据 ,以 便 进 行 项 目的 时 间 一 费用 分 析 。 

3. 熟悉 有 关 了 网络 计 划 软 件 的 术语 

不 同 软件 的 术语 虽然 有 些 不 一 样 ,但 基本 术语 是 相同 的 。 掌 握 本 章 的 基本 术语 后 ,就 
比较 容易 理解 不 同 软件 中 的 术语 。 另 一 类 是 供 进 一 步 分 析 用 的 术语 ,需要 专门 学 习 。 


9.5.3 软件 的 功能 


网 络 计划 软件 一 般 都 具有 : 项 目 清单 表 、 资 源 清 单 表 , 任 务 清单 表 、 甘 特 图 、 网 络 图 、 
项 目 分 解 结构 树 形 图 资源 分 布 图 日 历 、 各 种 分 析 报 告 或 报表 。 图 与 表 之 间 的 数据 是 动 
态 连 接 的 ,保证 数据 输入 或 修改 的 一 致 性 。 当 在 任务 清单 表 中 输入 项 目的 各 工作 与 有 关 
数据 后 ,软件 自动 生成 甘 特 图 ,网 络 图 根据 日 历 中 指定 的 项 目 开 工 日 期 , 按 规定 的 每 月 或 
周 的 工作 日 和 工作 班 数 ,计算 出 各 工作 的 最 早 开 始 日 期 \ 最 迟 开始 日 期 ,最 早 结束 日 期 和 
最 述 结束 日 期 ,并 计算 出 关键 路 线 和 时 差 。 软 件 具 有 平衡 资源 和 优化 资源 利用 的 功能 , 根 
据 需 要 可 打印 出 不 同 详细 程度 的 网 络 计 划 图 和 有 关 报 表 。 

1. 界面 

一 般 软 件 都 采用 视窗 界面 ,能 显示 带 有 时 标的 甘 特 图 界面 .网 络 计划 图 界面 、 资 源 平 
衡 界 面 . 可 指定 日 期 的 日 历 .资源 配置 表 等 ,显示 需要 的 计算 结果 ,显示 关键 路 线 CCPM) 。 

2 入 

软件 启动 后 ,软件 具有 操作 提示 或 帮助 ,便于 使 用 。 可 以 修改 初始 数据 ,新 增加 工作 
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或 删改 已 有 工作 。 各 工作 的 细 化 或 合并 ,在 界面 上 很 容易 实现 。 ee 
表 ,编制 需要 的 计算 关系 式 和 设计 输出 报表 的 格式 。 通 过 人 -机 交换 ,进一步 分 析 网 络 和 
优化 网 络 等 。 

3. 输出 结果 

打印 出 网 络 计划 图 . 甘 特 图 (横道 图 )、 和 资源 平衡 图 日历 进度 计划 、 分 析 报 表 等 。 有 的 
软件 可 允许 使 用 者 目 行 设计 报表 的 格式 和 打印 需要 的 内 容 。 


习 填 


9.1 已 知 下 列 资 料 ( 见 表 9-8): 
表 9-8 


号 间 工序 时 间 
Eo a 


SIOIHWI» 
2 
| 
son 
下风 
二 | 
加 中 
站 
ee 
CY 
co | ~ | 哺 | ee 


要 求 : (1) 绘制 网 络 图 ; 
(2) 用 图 上 计算 法 计算 各 项 时 间 参 数 (r 除外 )， 
(3) 确定 关键 路 线 。 

9.2 已 知 下 列 资 料 ( 见 表 9-9) : 


表 9-9 
工序 | 紧 前 工序 | 工序 时 间 工序 时 间 

4 证 8 | | 7 5 
aa 1 af ll 15 
ca | 32 Te 0。 | » | 2 
d | «a | 30 7 

ee | «a | 21 | *《 | 4 | 25 | «a | ob 5 
f | a | 10 | 7 [jz | | | 


要 求 : (1) 绘制 网 络 图 ; 
(2) 计算 各 项 时 间 参 数 ，; 
(3) 确定 关键 路 线 。 
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9.3 已 知 下 列 资 料 ( 见 表 9-10) : 


表 9-10 
正常 完成 进度 的 赶 进度 一 天 
入 直接 费用 / 百 元 所 需 费用 / 百 元 
A 中 
B 4 
C 3 
D 2 
F 4 
F 7 
G 3 
Hi 6 
合计 
工程 的 间接 费用 5( 百 元 /天 ) 


求 出 该 项 工程 的 最 低 成 本 日 程 。 
参考 资料 
[1] 中 国 建筑 学 会 建筑 统筹 管理 分 会 编著 . 工程 网 络 计划 技术 规程 教程 .北京 : 中 国 建筑 工业 出 版 


社 ,2000 
[2」 卢 回 南 . 项 目 计 划 与 控制 .北京 : 机 械 工 业 出 版 社 ,2004 


10.1 存储 论 的 基本 概念 


10.1.1 存储 问题 的 提出 


人 们 在 生产 和 日 常生 活活 动 中 往往 将 所 需 的 物资 ,用品 和 食物 暂时 地 储存 起 来 ,以 备 
将 来 使 用 或 消费 。 这 种 储存 物品 的 现象 是 为 了 解决 供应 (生产 ) 与 需求 (消费 ) 之 间 的 不 协 
调 的 一 种 措施 ,这 种 不 协调 性 一 般 表 现 为 供应 量 与 需求 量 和 供应 时 期 与 需求 时 期 的 不 一 
致 性 上 ,出现 供 不 应 求 或 供过于求 。 人 们 在 供应 与 需求 这 两 个 环 世 之 间 加 入 储存 这 一 环 
节 ,就 能 起 到 缓解 供应 与 需求 之 间 的 不 协调 ,以 此 为 研究 对 象 , 利 用 运筹 学 的 方法 最 合理 、 
最 经 济 地 去 解决 储存 问题 。 例 如 : 

(1) 水 电站 在 雨季 到 来 之 前 ,水 库 应 蓄 水 多 少 ? 这 个 问题 就 存在 一 个 了 矛盾 。 就 发 电 
的 需要 来 说 ,当然 北 水 以 多 为 好 。 就 安全 来 说 ,如 采 雨 季 降 雨量 大 , 则 必须 考虑 先 放 抒 一 
些 水 ,使 水 库存 水 量 减 少 。 否 则 洪水 到 来 时 ,水 库 水 位 猛 涨 ,溢洪道 排 漆 不 及 时 ,可 能 会 使 
水 坝 地 塌 , 除 水 电站 被 破坏 外 ,还 会 给 下 游 造 成 巨大 的 损失 。 假 设 只 考虑 安全 ,可 提前 把 
水 库存 水 放空 。 但 当 雨 季 降 雨量 小 时 ,就 会 造成 水 库存 水 量 不 足 ,使 发 电量 减少 。 因 此 ， 
合理 地 调节 水 库 的 存 水 量 对 国民 经 济 有 重大 意义 。 比 如 1981 年 第 一 季度 ,由 于 我 国 各 地 
水 电站 调度 合理 , 比 计划 多 发 电 14 亿 度 ,相当 于 市 约 用 煤 80 万 吨 。 

(2) 工厂 生产 需 用 原料 ,如 没有 储存 一 定数 量 的 原料 ,会 发 生 停 工 待 料 现 象 。 原 料 储 
存 过 多 除 积 压 质 金 外 ,还 要 文 付 一 笔 存 储 保管 费用 。 如 重 品 加 工厂 需 用 侠 恒 做 原料 , 侠 盘 
存量 过 少 ,会 产生 停工 待 料 使 工厂 开工 不 足 而 造成 损失 ; 如 储存 鲜 蛋 过 多 ,在 支付 存储 保 
管 费 用 中 还 要 支出 一 笔 冷 冻 保 鲜 费 用 。 遇 到 一 些 意外 的 因素 使 鲜 入 变质 则 损失 更 大 。 在 
这 种 情况 下 ,最 好 存储 多 少 人 鲜 焦 ? 

(3) 在 机 器 制造 厂 中 ,加 工 一 个 零件 常生 需要 经 过 许多 工序 。 一 道 工序 完工 后 即 成 
为 下 起 工序 的 生产 备件 ,在 这 种 由 前 道 工 序 转 人 下 道 工 序 的 环节 中 就 会 产生 存储 问题 。 
每 台 机 器 由 许多 部 件 装 配 而 成 ,每 个 部 件 又 由 许多 零件 组 成 ,每 个 零件 又 需要 许多 工序 才 
能 制 成 。 因 此 发 生 在 每 个 环节 中 的 存储 问题 ,总 起 来 看 就 不 是 可 以 忽略 不 计 的 问题 了 。 
如 果 各 个 环节 生产 备件 的 存储 量 安排 得 合理 , 既 可 避免 因 停工 待 料 造成 经 济 上 的 损失 ,又 
可 以 少 占用 流动 资金 ,加 速 周转 ,增加 利润 。 
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(4) 在 商店 里 大 存储 商品 数量 不 足 ,会 发 生 缺 所 现象 ,失去 销售 机 会 而 减少 利润 ; 如 


给 商家 造成 经 济 损 失 。 当 然 ,顾客 购买 何 种 商品 以 及 购买 和 多少, 都 囊 有 随机 性 ,在 这 种 情 
况 下 商店 的 管理 人 员 就 应 研究 商品 的 存储 量 。 

诸如 此 类 ,与 存储 量 有 关 的 问题 ,需要 人 们 作出 抉择 ,在 长 期 实践 中 人 们 岳 索 到 一 些 
规律 ,也 积累 了 一 些 经 验 。 专 门 研究 这 类 有 关 和 存储 问题 的 科学 ,构成 运筹 学 的 一 个 分 文 ， 
叫做 存储 论 (inventory) ,也 称 库存 论 。 

本 和 草 所 介绍 的 存储 问题 ,模型 并 不 复杂 ,原理 也 容 多 营 握 ,应 用 这 些 原 理 可 以 从 一 个 
方面 改善 企业 的 经 营 管 理 , 以 达到 节约 资金 ,获得 更 多 利润 的 目的 。 


10.1.2 存储 论 的 基本 概念 


工厂 为 了 生产 ,必须 储存 一 些 原 料 ,把 这 些 储 存 物 向 称 存储 。 生 产 时 从 存储 中 取出 一 
定数 量 的 原料 消耗 挥 , 使 存储 减少 。 生 产 不 断 进行 ,存储 不 断 减少 ,到 一 定时 刻 必须 对 存 
储 给 以 补充 ,否则 存储 用 完了 ,生产 就 无 法 进行 。 

商店 必须 储存 一 些 商 品 ( 即 存储 ) ,营业 时 卖 控 一 部 分 商品 使 存储 减少 ,到 一 定 的 时 候 
又 必须 进货 ,否则 库存 售 空 无 法 继续 营业 。 

一 般 地 说 ,存储 量 因 需 求 而 减少 , 因 补 充 而 增加 。 

对 存储 来 说 ,由 于 需求 ,从 存储 中 取出 一 定 的 数量 ,使 存储 量 减 少 ,这 就 是 存储 的 输 
出 。 有 的 需求 是 间断 式 的 ,有 的 需求 是 连续 均匀 的 。 

图 10-1 和 图 10-2 分 别 表示 t 时 间 内 的 输出 量 丝 为 S 一 W ,但 两 者 的 输出 方式 不 同 。 
图 10-1 表示 输出 是 间断 的 ,图 10-2 表示 输出 是 连续 的 。 


有 的 需求 是 确定 性 的 ,如 钢 三 每 月 按 合 同 卖 给 电机 广 砂 钢 片 10 吨 。 有 的 需求 是 随机 
性 的 ,如 书店 每 日 卖 出 去 的 书 可 能 是 1 000 本 ,也 可 能 是 800 本 。 但 是 经 过 大 量 的 统计 以 
后 ,可 能 会 发 现 每 日 售 书 数量 的 统计 规律 , 称 之 为 有 一 定 随 机 分 布 的 需求 。 
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2. 补充 (订货 或 生产 ) 

存储 由 于 需求 而 不 断 减少 ,必须 加 以 补充 ,否则 最 终 将 无 法 满足 需求 。 补 充 就 是 存储 
的 输入 。 补 充 的 办 法 可 能 是 向 其 他 工厂 购买 ,从 订货 到 货物 进入 “存储 ”往往 需要 一 段 时 
间 ,我 们 把 这 段 时 间 称 为 备货 时 间 。 从 另 一 个 角度 看 ,为 了 在 某 一 时 刻 能 补充 存储 ,必须 
提前 订货 ,那么 这 段 时 间 也 可 称 之 为 提前 时 间 (leadtime) 。 

备货 时 间 可 能 很 长 ,也 可 能 很 得, 可 能 是 随机 性 的 ,也 可 以 是 确定 性 的 。 

存储 论 要 解决 的 问题 是 ; 多 少时 间 补 充 一 次 ,每 次 补充 的 数量 应 该 是 多 少 。 决 定 多 
少时 间 补 充 一 次 以 及 每 次 补充 数量 的 策略 称 为 存储 策略 。 

存储 策略 的 优先 如 何 衡量 呢 ? 最 直接 的 衡量 标准 ,是 计算 该 策略 所 耗 用 的 平均 费用 
多 少 。 为 此 有 必要 对 费用 进行 详细 的 分 析 。 


3. 费用 

主要 包括 下 列 一 些 费 用 : 

(1) 存储 费 , 包 括 贷 物 占用 资金 应 付 的 利明 以 及 使 用 仓库 保管 贷 物 、 扫 物 损 坏 变 质 
等 支出 的 费用 ， 


(2) 订货 费 , 包 括 两 项 费用 ,一 项 是 订购 费用 (固定 费用 ) 如 手续 费 、 电 信 往 来 . 派 人 员 
外 出 采购 等 费用 。 订 购 费 与 订货 次 数 有 关 而 与 订货 数量 无 关 。 另 一 项 是 货物 的 成 本 费 
用 , 它 与 订货 数量 有 关 ( 可 变 费 用 ) ,如 贷 物 本 号 的 价格 ,运费 等 。 如 赁 物 单 价 为 天 元 , 订 
购 费 用 为 Cs 元 ,订货 数量 为 Q, 则 订货 费用 为 : Cs 十 天 Q。 

(3) 生产 费 , 补 充 存 储 时 ,如 果 不 需 回 外 三 订货 , 申 本 厂 自 行 生 产 , 这 时 仍 需要 支出 两 
项 费用 。 一 项 是 装配 费用 (或 称 准 备 、 结 束 费 用 ,是 固定 费用 ) ,如 更 换 模 夹具 需 要 工时 ， 
或 添置 菜 些 专用 设备 等 属于 这 项 费用 ,也 用 Cs 表示 。 男 一 项 是 与 生产 产品 的 数量 有 关 的 
费用 如 材料 费 、 加 工 费 等 (可 变 费 用 )， 

(4) 缺 货 费 , 当 存 储 供不应求 时 所 引起 的 损失 。 如 失去 销售 机 会 的 损失 停工 待 料 的 
损失 以 及 不 能 履行 合同 而 缴纳 神 球 等 。 

在 不 允许 缺 赁 的 情况 下 ,在 费用 上 处 理 的 方式 是 缺 货 费 为 无 穷 大 。 

4. 存储 策略 

如 前 所 述 决 定 何 时 补充 ,补充 多 少数 量 的 办 法 称 之 为 存储 策略 ,常见 的 策略 有 三 

(1) to- 循 环 策 略 ,每 隔 to。 时 间 补 充 存 储量 Q。 

(2) (5, 9) 策略 ,每 当 存 储量 z>s 时 不 补充 。 当 z 和 时 补充 存储 。 补 充 量 Q 王 S 一 z 
(即将 存储 量 补充 到 S) 。 

(3) (ts,S) 混 合 芝 略 ,每 经 过 上 时 间 检 查 存 储量 z , 当 z>s 时 不 补充 。 当 zz 硅 s 时 , 补 
充 存 储量 使 之 达到 S。 

确定 存储 策略 时 ,首先 是 把 实际 问题 抽象 为 数学 模型 。 在 形成 模型 过 程 中 ,对 一 些 复 
杂 的 条 件 尽量 加 以 简化 ,只 要 模型 能 反映 问题 的 本 质 就 可 以 了 。 人 然后 对 模型 用 数学 的 方 
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法 加 以 研究 ,得 出 数量 的 结论 。 这 结论 是 否 正 确 , 还 要 拿 到 实践 中 加 以 检验 。 如 结论 与 实 
we teeth rene 存储 问题 经 长 期 研究 已 得 出 一 些 行 之 有 效 的 
模型 。 从 存储 模型 来 看 大 体 上 可 分 为 两 类 : 一 类 叫做 确定 性 模型 , 即 模型 中 的 数据 皆 为 
确定 的 数值 ; 另 一 类 叫做 随机 性 模型 , 即 模型 中 含有 随机 变量 ,而 不 是 确定 的 数值 。 

由 于 具体 条 件 有 差别 ,制定 存储 策略 时 又 不 能 忽视 这 些 差别 ,因而 模型 也 有 多 种 类 
型 。 本 章 将 按 确定 性 存储 模型 及 随机 性 存储 模型 两 大 类 ,分 别 介绍 _ 些 常用 的 存储 模型 ， 
并 从 中 得 出 相应 的 存储 策略 。 

一 个 好 的 存储 策略 ， Ge ,又 可 避免 因 缺 货 影 响 生 产 ( 或 对 顾客 失去 信 

用 ) ,下 面 利用 一 些 具体 的 模型 阐述 如 何 得 出 较 好 的 存储 策略 。 


10.2 确定 性 存储 模型 


10.2.1 模型 一 : 不 允许 缺 货 , 备 货 时 间 很 短 


在 研究 .建立 模型 时 ,需要 做 一 些 假 设 , 目 的 是 使 模型 简单 .易于 理解 、 便 于 计算 。 为 
此 作 如 下 假设 : 

(1) 缺 贷 费用 无 穷 大 ; 

(2) 当 存 储 降 至 零 时 ,可 以 立即 得 到 补充 ( 即 备 货 时 间或 拖 后 时 间 很 短 , 可 以 近似 地 
看 做 去 ) ; 

(3) 需求 是 连续 的 均匀 的 , 设 需 求 速 度 尺 ( 单 位 时 间 的 需求 量 ) 为 常数 , 则 时间 的 需 
求 量 为 Ri; 

(4) 每 次 订货 量 不 变 ,订购 费 不 变 ( 每 次 备货 量 不 变 ,装配 费 不 变 

(5) 单位 存储 费 不 变 。 

存储 量变 化 情况 用 图 10-3 表示 。 

0 


笠 率 = 一 R 
Ch ms 


由 于 可 以 立即 得 到 补充 ,所 以 不 会 出 现 缺 货 ,在 研究 这 种 模型 时 不 再 考虑 缺 货 费用 。 
这 些 假设 条 件 只 是 近似 的 正确 ,在 这 些 假 设 条 件 下 如 何 确定 存储 策略 呢 ? 正如 10.1. 2 小 
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节 中 所 提示 的 ,要 用 总 平 均 费 用 来 衡量 存储 策略 的 优先 。 为 了 找 出 最 低 费 用 的 策略 ,首先 
想到 在 需求 确定 的 情况 下 ,每 次 订 任 量 多 , 则 订 任 次数 可 以 减少 ,从 而 减少 了 订购 费 。 但 
是 每 次 订 和 质量 多 ,会 增加 存储 费用 。 为 研究 费用 的 变化 情况 需要 导出 费用 因数 。 

假定 每 隔 上 时 间 补 充 一 次 存储 ,那么 订 人 质量 必须 满足 上 时 间 的 需求 Ri, 记 订 人 质量 
为 Q,Q 二 Rt, 订购 费 为 Cs ,人质 物 单价 为 天 , 则 订货 费 为 Cs 十 KRt; t 时 间 的 平均 订 贷 费 为 


过 十 KR, 4 时 间 内 的 平均 存储 量 为 
和 
工 | RI dT = 7 Kt 
(此 结果 由 图 10-3 中 利用 几何 知识 易 得 出 ,平均 存储 量 为 三 角形 高 的 1/2) 单 位 时 间 内 单 
位 物品 的 存储 费用 为 C, ,7 时 间 内 所 需 平均 存储 费用 为 地 RiC，。 
t 时 间 内 总 的 平均 费用 为 


CO) = 十 KR 二 志 CiRt (10-1) 

上 取 何 值 时 CQ) 最 小” 吕 需 对 式 (10-1) 利 用 微 积 分 求 最 小 值 的 方法 可 求 出 。 
今 
EL 
人 
得 
由 Wai 
因 一 天 一 全 0, 即 每 隔 时 间 订 货 一 次 可 使 C(o) 最 小 。 
订 赁 批量 
(10-3) 


式 (10-3) 即 存储 论 中 着 名 的 经 济 订 购 批 量 (economic ordering quantity) 人 公式。 傈 称 
为 E.O 〇 .Q 公式, 也 称 平方 根 人 公式, 或 经 济 批量 (economic lot size) 公 式 。 由 于 Qo .to 缘 与 
K 无 关 , 所 以 此 后 在 费用 函数 中 略 去 KR 这 项 费用 。 如 无 特殊 需要 不 再 考虑 此 项 费用 ， 
式 (10-1) 改 写 为 


CD 一 泽 十 却 CIR4 (10-4) 


将 1 代入 式 (10-4) 得 出 最 佳 费 用 


Co 一 min Cr) (10-5) 


存储 费用 曲线 
CiR 
订购 费用 曲线 
天 
费用 曲线 
CD 一 也 十 CIR CL 


C() 曲 线 的 最 低 点 (min C02)) 的 横 坐 标 加 与 存储 费用 曲线 .订购 费用 曲线 交点 横 坐 
标 相 同 。 即 


i 
Crs 
解 出 
(10-2") 
C10=3"» 
C10 


A 
式 (10-2) 是 由 于 选 + 作为 存储 策略 变量 推导 出 来 的 。 如 果 选 订 贷 批量 Q 作 存 储 策 略 
变量 也 可 以 推导 出 上 述 公 式 。 
例 10-1 革 厂 按 合 同 每 年 需 提供 DD 个 声 醒 ;不 许 缺 信 。 假 设 每 一 周期 工厂 宕 装配 费 
Cs 元 ,存储 费 每 年 每 单位 产品 为 Ci 元 , 问 全 年 应 分 几 批 供 货 才能 使 妆 配 费 , 存 储 费 两 者 
之 和 最 少 ? 


解 、 设 全 年 分 批 供 货 ,每 批 生产 量 Q= 部 ,周期 为 二 年 | 即 每 隔 二 年 供 货 一 次 


每 个 周期 内 平均 存储 量 为 Q 


每 个 周期 内 的 平均 存储 费用 为 C 这 Q 二 (年 ) 二 号 汪 


的 


全 年 所 需 存储 费用 号 == 


全 年 所 需 罕 配 费 用 Can= Cs 
全 年 总 费用 (以 年 为 单位 的 平均 费用 ) 
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D 


C(O =C, 学 十 C， 5 


为 求 出 CCQ) 的 最 小 值 ,把 Q 看 做 连续 的 变量 。 
dm tr DD a 


由 此 得 
即 min CC(Q) 二 CC ) ,Q 为 经 济 订 购 批 量 ， 


CD 
ss 


最 佳 批 次 no 二 洁 ( 取 近 似 的 整数 ) 


Qo 
a 


最 佳 周 期 bo GD 


答 ”全 年 应 分 no 次 供 贷 可 使 费用 最 少 。 

把 例 10-1 中 的 i、Q, 值 与 式 (10-2) , 式 (10-3) 比 较 , 可 知 它 们 是 一 样 的 。 此 处 万 就 
相当 于 尺 ; 式 (10-1) 和 式 (10-1 ) 都 是 研究 此 类 存储 问题 的 数学 模型 。 尽 管 它 们 在 形式 
上 有 差别 ,但 都 反映 了 这 类 存储 问题 各 量 之 间 的 本 质 联系 。 

从 例 10-1 中 还 看 到 这 些 公式 在 实际 应 用 时 还 会 有 一 点 问题 ,因为 to (或 Q, ,no) 不 一 
定 是 整数 。 假 设 4 二 16.235( 天 )。 很 明显 ,小数 点 后 面 的 数学 对 实际 订货 间隔 的 时 间 是 
没有 意义 的 ,这 时 可 以 取 近 似 的 整数 。 取 二 16 或 6 二 17 都 可 以 。 为 了 精确 起 见 , 可 以 
比较 C(16) 、.C(17) 的 大 小 ,再 决定 t6= 二 16 或 6 二 17。 从 图 10-4 也 可 以 看 到 CG(z) 在 1。 附 
近 变 化 平稳 ,t 有 变化 时 CC(z) 变 化 不 大 。 利 用 数学 分 析 方 法 可 以 证 明 当 :在 1。 点 有 增 量 


和 ET 忆 ; 从 | be] _ 直 门 -让 入 = _ 上 =. 
At 时 ,总 费用 的 增 量 AC(to ) At):*。 即 当 At 一 0 时 ,AC 是 At 的 高 阶 无 穷 小 量 。( 证 
0 


明 的 方法 可 参考 微 积 分 台 劳 公式 部 分 ) 

例 10-2 某 轧 钢 厂 每 月 按 计 划 需 产 角钢 30 000 吨 , 每 吨 每 月 需 存 储 费 53 元 ,每 次 生 
产 需 调整 机 器 设备 等 , 共 需 装配 费 250 000 元 。 

该 厂 每 月 生产 角钢 一 次 ,生产 批量 为 30 000 吨 。 


每 月 需 总 费用 53X 志 X30 000 十 250 000 一 1045 000( 元 /月 ) 


全 年 需 费 用 1 045 000X12 王 12 540 000( 元 /年 ) 


一 AZX250000X30000 三 93 三 16 8230] 志 ) 
利用 Q& 计算 出 全 年 应 生产 no 次 
n=30 000 X12 
Qo 
两 次 生产 相隔 的 时 间 t。 二 365/21. 4 二 17( 天 ) 


-21.4( 次 ) 


17 天 的 单位 存储 费 池 X17 三 30.00( 元 / 吨 ) ,一 个 存储 周期 共 需 费用 


2 ave 5 x 16 823 十 250 000 二 502 562( 元 ) 
按 全 年 生产 21. 5 次 (两 年 生产 43 次 ) 计 算 , 全 年 共 需 费用 502 562 x 21.5 = 
10 806 438( 元 /年 )。 
两 者 相 比 较 ,该 厂 在 利用 EE. O. QQ 公式 求 出 经 济 批量 进行 生产 即 可 每 年 节约 资金 
12 540 000 一 10 806 438 二 1 733 562( 元 ) 


10.2.2 模型 二 : 不 允许 缺 货 ,生产 需 一 定时 间 
本 模型 的 假设 条 件 , 除 生产 需要 一 定时 间 的 条 件 外 ,其 余 皆 与 模型 一 的 相同 。 
设 生产 批量 为 Q, 所 需 生 产 时 间 为 T, 则 生产 速度 为 P=Q/T。 


已 知 需 求 速度 为 民 ,(R 一 P)。 生 产 的 产品 一 部 分 满足 需求 ,剩余 部 分 才 作 为 存储 ,这 
时 存储 变化 如 图 10-5 所 示 。 


在 LO,Tj] 区 间 内 ,存储 以 (P 一 R) 速 度 增加 ,在 LT,t] 区 间 内 存储 以 速度 尺 减 少 .。 本 
与 + 皆 为 待定 数 。 从 图 10-5 易 知 (P 一 R)T= 二 R(z 一 T), 即 PT==Ri( 等 式 表示 以 速度 PP 在 
TT 时 间 内 生产 工时 间 的 产品 等 于 t 时 间 内 的 需求 ), 并 求 出 T=Ri/P。 


t 时 间 内 的 平均 存储 量 为 了 (P 一 R) T 


:时间 内 所 需 存储 费 为 地 CCP 一 R) 工 


:时 间 内 所 需 闻 配 费 为 Cs 
单位 时 间 总 费用 (平均 费用 ) 为 


ee 
CD 一 [se R)Tz 二 Cs | 
sr 
| R) p+C:| 
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设 min C(Cb 一 CCt) ,利用 微 积 分 方法 可 求 得 


10=6) 


(10-7) 


min tt 一 5) 一 


利用 t, 可 求 出 最 佳 生产 时 间 


(10-8) 


将 前 面 求 ,QQ& 的 公式 与 式 (10-6), 式 (10-7) 相 比较 , 即 知 它们 只 差 /二 二 ;一 个 因子 ， 


当 PP 相当 大 .5 一 避 趋 近 于 1 , 则 两 组 公式 就 相同 了 。 


进入 存储 的 最 高 数量 


2C3:RP 
人 
例 10-3 茶 厂 每 月 需 甲 产品 1000 件 , 每 月 生产 率 为 5000 件 , 每 批 装 配 费 为 500 元 ， 
每 月 每 件 产品 存储 费 为 20 元 , 求 E. O. Q 及 最 低 费 用 。 
解 已 知 Cs 二 500,C, 二 20,P 二 5 000,R 二 1 000 ,将 各 值 代 入 式 (10-7) 及 式 (10-8) 得 


—R 


2X500X1 O00X5 000 


0 20X (5 000—1000) 


一 250( 件 ) 


2CICIRCP 一 R) /2x20X500X1000X(5000 一 1000) i 
0 = V16 000 000 一 4 000( 元 ) 


答 ”每 次 生产 批量 为 250 件 ,每 次 生产 所 需 装配 费 及 存储 费 最 低 为 4 000 元 。 

例 10-4 某 商店 经 售 甲 商 品 成 本 单价 500 wo 
元 ,年 存储 费用 为 成 本 的 20% ,年 需求 量 365 件 ， 
需求 速度 为 常数 。 甲 商品 的 订购 费 为 20 元 ,提前 
期 为 10 天 , 求 E.O.Q 及 最 低 费 用 。 

解 ”此 例题 从 表面 上 看 ,似乎 应 按 模型 二 处 
理 。 因 为 拖 后 时 间 人 似乎 与 生产 需要 一 定时 间 意 义 
差不多 。 其 实 不 然 , 现 将 本 题 存储 变化 情况 用 图 表 
示 之 ( 见 图 10-6) ,并 与 模型 一 、 模 型 二 的 图 相 比 较 ， 
可 看 到 与 模型 一 完全 相同 。 本 题 只 需 在 存储 降 至 图 10-6 
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零 时 提前 10 天 订货 即 可 保证 需求 。 


2C3R /2X20X365 


HY. ih 5 A i = = a Nh, 
利用 模型 一 的 E. O.Q 公式 计算 : Q。 C, | 12( 单 位 ) 
最 低 费 用 : nln CO —CCOQO VO— 2 CR 208(070) 


由 于 提前 期 为 10 天 ,10 天 内 的 需求 为 10 单位 甲 商品 ,因此 只 要 当 存 储 降 至 10 就 要 
订货 。 一般 设 为 提前 期 ,R 为 需求 速度 , 当 存 储 降 至 工 三 Ra 的 时 候 即 订货 。L 称 为 
“订购 点 ”( 或 称 订货 点 )。 

从 本 例题 来 看 ,多 少时 间 订 一 次 货 , 虽 可 以 用 E.O.Q 除 以 R(t 一 Qo/R) 得 出 to, 但 求 
解 的 过 程 中 并 没有 求 出 名 ,只 求 出 订货 点 工 , 这 时 存储 策略 是 : 不 考虑 i, 只 要 存储 降 至 LL 
时 即 订 货 ,订货 量 为 Qu , 称 这 种 存储 策略 为 定点 订货 。 相 对 地 称 每 隔 to。 时间 订货 一 次 为 
定时 订货 ,每 次 订货 量 不 变 则 称 为 定量 订货 。 

10.2.3 模型 三 : 允许 缺 货 , 备 货 时 间 很 短 

模型 一 .模型 二 是 在 不 允许 缺 货 的 情况 下 推导 出 来 的 。 本 模型 是 允许 缺 货 ,并 把 缺 货 
损失 定量 化 来 加 以 研究 。 由 于 允许 缺 货 , 所 以 企业 可 以 在 存储 降 至 零 后 ,还 可 以 再 等 一 段 
时 间 然 后 订货 。 这 就 意味 着 企业 可 以 少 付 几 次 订货 的 固定 费用 , 少 支付 一 些 存 储 费 用 。 
一 般 地 说 当 顾 客 遇 到 缺 货 时 不 受 损 失 , 或 损失 很 小 ,而 企业 除 支 付 少 量 的 缺 货 费 外 也 无 其 
他 损失 ,这 时 发 生 缺 货 现 象 可 能 对 企业 是 有 利 的 。 

本 模型 的 假设 条 件 除 允许 缺 货 外 ,其 余 条 件 皆 与 模型 一 相同 。 

设 单位 时 间 单 位 物品 存储 费用 为 Ci ,每 次 订购 费 为 C;, 缺 货 费 为 C: (单位 缺 货 损 
失 ) ,R 为 需求 速度 。 求 最 佳 存 储 策 略 ,使 平均 总 费用 最 小 ( 见 图 10-7) 。 

U 


假设 最 初 存 储量 为 S, 可 以 满足 时 间 的 需求 ,ty 时 间 的 平均 存储 量 为 三 S, 在 (F— #1 


时 间 的 存储 为 零 , 平 均 缺 货 量 为 RG 一 4 )。 由 于 S 仅 能 满足 所 时 间 的 需求 5S 二 Rt, 有 
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27? 
Se 
wp sages we a 
在 上 时 间 内 所 需 存 储 费 候 
r 本 和 
在 上 时 间 内 的 缺 货 费 人 FR(—n)’=50; 人 
订购 费 为 Eas 
i 9 (Ri—S)’: | .~ 
平均 总 费用 C(1,S)=— | C 沁 十 C: - 二 Cs | 
式 中 有 两 个 变量 ， a S) 的 最 小 值 。 
oC_ 1 2 
由 das i R C2 R 
C, Rt z 
rls 人 
Ey Wa a es i a 
再 由 本 学 一 |C， on +Cs |+ LC: (Rt—S)]=0 
因 R00s BA0 
2 
所 以 C1 -省 一 0 
将 式 (10-10) 中 5S 值 代入 上 式 , 消 去 S, 得 
= 
将 式 (10-10) 代 入 式 (0-11) 解 出 
>, Ci (CC,) a 
将 式 (10-10), 式 (10-11) 代 入 C(z,S) 得 
当 C, 很 大 时 (不 允许 缺 贷 ) 
I 
a 机 
| oe 
则 A 
与 式 (10-2), 式 (10-3), 式 (10-5) 相 同 。 
模型 三 中 由 于 允许 缺 货 最 佳 周 期 ti。 为 不 允许 缺 货 周 期 1 的 /一 一 售 , 又 由 于 


涯 二 >>1, 所 以 两 次 订货 间隔 时 间 延 长 了 。 
‘2 


~ 
Lb 
et 
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二 本 


在 不 允许 缺 货 情 况 下 ,为 满足 时 间 内 的 需求 ,订货 量 Qo 二 Rwo。 


(10-14) 


2RCsC: 
(Cs TT 


GO— ne : 


表示 在 to 时 间 内 的 最 大 缺 赁 量 。 
在 允许 缺 货 条 件 下 ,经 过 研究 而 得 出 的 存储 策略 是 隔 加 时间 订 和 货 一 次 , 订 和 储量 为 Qu， 
用 Qu 中 的 一 部 分 补足 所 缺 赁 物 ,剩余 部 分 $, 进入 存储 。 很 明显 ,在 相同 的 时 间 段 落 里 ， 
允许 缺 货 的 订货 次 数 比 不 允许 缺 赁 时 订货 次 数 减 少 了 
例 10-5 已 知 需 求 速度 RR 二 1 000 件 ,= 二 40 元 ,GG 二 15 元 ,CI 一 500 元 , 求 S 及 C。 
解 ” 利 用 式 (10-12), 式 (10-13) 即 可 计算 
J 


2XlL000X 15X500 pg 

| oy 
CCRG, RxXOXO0xX1oO00xX1s .。，。，， 本 
eg, god 


So 二 83 件 ,C, 二 3 302. 89 元 。 


2 


二 


人 研究 模型 一 模型 二 模型 三 存储 策略 之 间 的 差别 ,可 以 看 到 不 允许 缺 揪 生产 需要 时 
间 很 短 条 件 下 得 出 的 存储 策略 


0 se 
to = CR ( 见 式 (10-2)) 
Cu 一 ( 见 式 (10-3)) 
| 
最 大 存储 量 


30 (Wo 
在 不 允许 缺 货 .生产 需 一 定时 间 条 件 下 ,得 出 存储 策略 


( 见 式 (10-67)) 


( 见 式 (10-7)) 
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eg 2CaR 
最 大 存储 量 5 = /E/T ( 见 式 (10-9)) 
1 


在 允许 缺 任 .生产 需 时 间 很 短 条 件 下 ,得 出 存储 策略 


to 一 ( 见 式 (10-117)) 
= ( 见 式 (10-14)) 
最 大 存储 量 二 二 见 式 (10-12)) 


模型 二 模型 三 只 是 以 模型 一 的 存储 策略 弱 上 相应 的 因子 ,这 样 可 以 便于 记忆 ,再 由 于 
模型 一 中 


模型 二 中 


模型 三 中 


都 是 同一 个 数值 ,这 样 就 得 出 它们 之 间 的 差别 与 内 在 联系 。 对 于 多 许 人 缺 货 ( 缺 货 需 补 是 ) 
生产 需要 一 定时 间 条 件 下 的 存储 策略 ,我 们 相信 它 一 定 是 以 模型 一 的 存储 策略 乘 上 
一 | 二 二 六 两 个 因子 , 它 也 应 有 去 Soto 一 局 ,可 自行 验证 ， 下 面 做 具体 介绍 


10.2.4 模型 四 : 允许 缺 货 ( 需 补 足 缺 货 ) 、 生 产 需 一 定时 间 


假设 条 件 除 允许 缺 贷 一 定时 间 外 ,其 余 条 件 皆 与 模型 一 相同 ,其 存储 变化 如 
图 10-8 所 示 。 


(存储 以 PR 速度 增加 ) 
下 半 : 二 


取 [0,7] 为 一 个 周期 , 设 i, 时 刻 开 始 生 产 ， 
[0 ,tz 时 间 内 存储 为 去 :PB 表示 最 大 缺 贷 质量 。 


[ti ,如 时 间 内 除 满 足 需 求 外 ,补足 L0 闯 时间 内 的 缺 货 。 
[tz ,ts jj 时间 内 满足 需求 后 的 产品 进入 存储 ,存储 量 以 CP 一 R) 速 度 增 加 。 
S 表示 存储 量 ,ts 时 刻 存 储量 达到 最 大 ,ts 时 刻 停止 生 产 。 
[zs ;tj 时 间 存 储量 以 需求 速度 尺 减 少 。 
由 图 10-8 易 知 : 
最 大 缺 货 量 B= 二 Ri ,或 B 一 (P 一 R)(#, 一 ti)。 
加 本 一 


最 大 存储 量 S 一 (P 一 R) (5 一 已 ) ,或 S 二 RG 一 ts)。 
PR 一 5 和 性 坊 一 六 :十 (人 


或 js 一 二 二 车 (1 一 4:) (10-16) 
在 L0,t] 时 间 内 所 需 费 用 
存储 费 . FC1(P—R)(s—t) (1—1) 


将 式 (10-16) 代 入 消去 ts ,得 CCP 一 一 R) 志 (一 名)2。 


缺 贷 费 . CRat 
将 式 (10-15) 代 入 消去 ,得 三 性 民 i: Es 
装配 费 . Cs 
在 [0,t] 时 间 内 总 平均 费用 为 . 
Cst2) = | 志 C 人 -生计 30: 了 
[Cu —2C,#s 二 (CO, 二 Co) ] 二 时 
一 和 一 se [6 ee (一; a (10-17) 
EE -2C,+2(C, + : a (10-18) 
本 0 df 了 -二 
由 式 (10-18) 得 =e (10-19) 
由 式 (10-17) 得 。 富生 [Ci+(Ci+C2)8( 一 去 )] 一 时 = 


A 如 i A 


将 式 (10-19) 代 入 上 式 消去 ts 得 


i R)R 和 
sp |G—C+c: i EE 
1(P-RRIG+CC -OC Go 
Ee | ET | 
Ka TEC)Cs 
EPE—RIR 
P 可 记 作 六 
由 式 (10-19) 有 
tnt CCG 三 5 
有 Ci 二 Cs to 一 人 Cs C, i 


依 数学 分 析 的 知识 可 以 断定 C(t,ts) 在 1 二 to ,ts 二 二 一 一 to 时 有 最 小 值 。 


CO Te 
相应 地 得 到 (10-20) 
(2 
(10-22) 
Bo( 最 大 
[T0233 
min C(to sts) = Co = (10-24) 


10.2.5 价格 有 折扣 的 存储 问题 


以 上 模型 所 讨论 的 货物 单价 是 稼 量 ,得 出 的 存储 策略 都 与 货物 单价 无 和 关 。 现 在 介绍 
抽 物 单价 随 订 购 ( 或 生产 ) 数 量 而 变化 时 的 存储 策略 。 我 们 党 看 到 一 种 商品 有 了 及 谓 宪 售 
价 .批发 价 和 出 厂价 ,购买 同一 种 商品 的 数量 不 同 , 商 号 单 价 也 不 同 。 一 般 情 帝 下 购买 数 
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量 越 多 ,商品 单价 越 低 。 在 少数 情况 下 , 某 种 商品 限额 供应 ,超过 限额 部 分 的 商品 单价 要 
提高 。 

除去 货物 单价 随 订 购 数量 而 变化 外 ,其 余 条 件 皆 与 模型 一 的 假设 相同 时 ,应 如 何 制定 
相应 的 存储 策略 ? 

记 货 物 单价 为 天 (Q) , 设 K(Q) 按 三 个 数量 等 级 变化 ( 见 图 10-9) 。 


0 过 Q 一 Q， 
K(O)—4K: QQ 
(Ks; QQ 
当 订 购 量 为 Q@ 时 ,一 个 周期 内 所 帘 费 用 为 


1 a 5 
FCQF+C +K(OQ 


QE[0,Q1) 有 FCQ+Cs KiQ 
z Ee We 
QELQ,,Q;) 有 CC 六 下 (as TK,Q 


人 人 有 CQ + 十 天:Q 
平均 每 单位 货物 所 需 费 用 CC(Q)( 见 图 10-10)。 
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J C 

C! (QW=50 于 a 
区 C 

C' (Q)=50 忌 十 营 十 K。 eT 
。 C 

C 〈Q) 一 Cl tt 加 二 总， 


如 果 不 考 愿 C (Q) .CCQ)I CQ) 的 定义 域 , 它 们 之 间 只 差 一 个 篆 数 ,因此 它们 的 
导 图 数 相 同 。 为 求 极 小 , 令 导 数 为 去, 解 得 Qu,Q 落 在 哪 一 个 区 间 ,事先 难以 预计 。 假 设 
Qi 一 Q, 一 Q: ,这 也 不 能 肯定 C (Qu ) 最小。 图 10-10 的 直观 感觉 启发 我 们 考虑 : 是 否 
C (Qs:) 的 费用 更 小 ? 设 最 佳 订购 批量 为 Q ,在 给 出 价格 有 折扣 情况 下 ,求解 步骤 如 下 : 

(1) 对 C (Q) (不 考虑 定义 域 ) 求 得 极 值 点 为 Qu 。 

(2) 大王 上 9; 训 算 


PE a Qo Cs +K) 


2 KR QQ&, 
oy 二 开 ; 
1 
CQ,) = 二 C, 自 ++ 名 EE 


由 min 4C (Qo0),C (Qi1),C (Qs)} 得 到 单位 贫 物 最 小 费用 的 订购 批量 Q”。 例 如 
一 CC (7 5 则 RO 0 

(3) 者 虽 夺 二 OO 本 项 (QQo)， 

由 min {C CQ) C(O 决定 QQ ”。 

(4) 石 Q@ 三 Q@& , 则 取 Q ”一 Qu 。 

以 上 步骤 易于 推广 到 单价 折扣 分 尺 个 等 级 的 情况 。 

比如 说 订购 量 为 Q, 其 单价 
0<Q=Q 
QQ 


Qj—1 三 QQ, 


(m1 三 Q 
对 应 的 平均 单位 货物 所 需 费 用 为 


| (QQ) =50 se (7 三 1 ,2,"* ,11) 


对 CC(Q) 求 得 极 值 点 为 Qo ,在 Qj-i 志 二 Qj; 求 min1C CQ CQ)，…， 
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CG ) , 设 从 此 式 得 到 的 最 小 值 为 Cm ) , 则 取 Q =Q1。 
例 10-6 某 厂 每 年 需 某 种 元 件 30 000 个 ,每 次 订购 费 Cs 二 1 000 元 ,保管 费 每 件 每 
年 Cl 二 100 元 ,不 允许 缺 贷 。 元 件 单价 KK 随 采 购 数 量 不 同 而 有 变化 。 
200( 元 ) QL 500 
Ko) 一 | 
1198( 元 ) 1 500 过 Q 
解 ” 利 用 EE. O.Q 公式 计算 


sb /2X1000X: 本 
= 2 775( 个 ) 


分 别 计算 每 次 订购 775 个 和 1 500 个 元 件 所 需 平 均 单位 元 件 所 需 费 用 : 
775 ,1000 
30 000 775 
1500 ，1 000 
30 000” 1 500 
因为 C(1 500) 二 CC(775), 知 最 佳 订 购 量 Q 一 1 500( 个 )。 

答 ”该 厂 每 次 应 订购 1 500 个 元 件 。 

在 本 章 中 ,由 于 订购 批量 不 同 ,订货 周期 长 短 不 一 样 ,所 以 才 利 用 平均 单位 货物 所 需 
费用 比较 优 劣 。 当 然 也 可 以 利用 不 同 批 量 , 计 算 其 全 年 所 需 费 用 来 比较 优 劣 。 

也 有 的 折扣 条 件 为 


K! 当 QQ 时 
K(Q)=. / 
KK 当 Q>Q 时 ,超过 Qi 部 分 (Q 一 Q1) 才 按 K; 计算 货物 单价 


如 果 Ks 一 KK ,显然 是 歼 励 大 量 购 闫 贷 物 。 在 特殊 情况 下 会 出 现 KK; 二 Ki, 这 时 是 利用 价 
格 的 变化 限制 购 氛 数量。 本 革 广 提供 的 方法 稍 加 变化 后 可 解决 这 类 问题 。 


C0775) 一 地 X100X 十 200 二 202. 582( 元 /个 ) 


Cl 500) 一 元 x 100 xX +198 二 201. 167(7G7 个) 


注 记 


本 章 仅 就 存储 问题 作 了 简单 的 介绍 。 由 于 实际 问题 多 种 多 样 ,存储 模型 也 远 比 我 们 介绍 过 的 模型 
多 ,解决 存储 问题 的 方法 也 比 本 章 介 绍 过 的 方法 多 。 例 如 多 阶段 存储 问题 就 要 利用 动态 规划 方法 求解 
( 见 本 书 “ 动 态 规划 ”) 。 随 机 型 存储 问题 ,有 时 需要 用 电子 计算 机 利用 模拟 技术 求解 。 其 他 与 存储 有 类 
似 性 质 的 问题 可 以 用 本 章 介 绍 的 方法 求解 。 例 如 制造 特殊 设备 ,其 零 部 件 只 适用 于 这 种 设备 ,只 能 在 制 
造 设备 时 同时 生产 ,否则 制造 费用 要 提高 很 多 。 这 时 就 要 考虑 这 些 零 部 件 要 不 要 留 备用 件 ? 备用 件 的 
数量 是 多 少 ? 这 样 的 问题 可 以 利用 报 童 问题 求解 方法 解决 。 

现在 我 国企 业 都 很 注意 提高 经 济 效 益 , 因 而 存储 问题 引起 企业 的 注意 。“ABC 分 类 管理 法 ”已 被 许 
多 企业 采用 ,进而 研究 利用 电子 计算 机 管理 库存 的 问题 。 随 着 企业 管理 水 平 的 提高 ,存储 问题 也 更 加 受 
到 人 们 的 重视 。 为 解决 实践 中 提出 的 问题 ,需要 进一步 研究 新 的 存储 模型 ,这 样 便 会 促使 存储 论 不 断 
的 发 展 。 
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习 


10.1 设 某 工厂 每 年 需 用 某 种 原料 1 800 吨 ,不 需 每 日 供应 ,但 不 得 缺 货 。 设 每 吨 每 
月 的 保管 费 为 60 元 ,每 次 订购 费 为 200 元 , 试 求 最 佳 订 购 量 。 

10.2 某 公 司 采 用 无 安全 存量 的 存储 策略 。 每 年 使 用 某 种 零 
年 的 保管 费用 为 30 元 ,每 次 订购 费 为 600 元 , 试 求 : 

(1) 经 济 订购 批量 。 

(2) 订购 次 数 。 

10.3 设 某 工厂 生产 某 种 零件 ,每 年 需要 量 为 18 000 个 ,该 厂 每 月 可 生产 3 000 个 ， 
每 次 生产 的 装配 费 为 5 000 元 ,每 个 零件 的 存储 费 为 1.5 元 , 求 每 次 生产 的 最 佳 批量 ，。 

10.4 某 产品 每 月 用 量 为 4 件 , 装 配 费 为 50 元 ,存储 费 每 月 每 件 为 8 元 , 求 产品 每 
次 最 佳 生产 量 及 最 小 费用 。 和 在 生产 速度 为 每 月 生产 10 件 , 求 每 次 最 佳 生 产量 及 最 小 
费用 。 

10.5 每 月 需要 有 茶 种 机 构 零 件 2 000 件 , 每 件 成 本 150 元 ,每 年 的 存储 费用 为 成 本 的 
16% ,每 次 订购 费 100 元 , 求 E. OO.Q 及 最 小 费用 。 

10.6 在 10.5 题 中 如 允许 缺 货 , 求 库存 量 * 及 最 大 缺 货 量 , 设 缺 货 费 为 Cs 二 200 元 。 

10.7 某 制 造 广 每 周 购 进 某 种 机 构 零 件 50 件 , 订 购 费 为 40 元 ,每 周 保管 费 为 
.6 

下 总 。 

(2) 该 厂 为 少 占 用 流动 资金 ,希望 存储 量 达 到 最 低 限 度 ,决定 可 使 总 费用 超过 最 低 费 
用 的 4% 作为 存储 策略 , 问 这 时 订购 批量 为 多 少 ? 

10.8 addi 每 年 需 电 感 5 000 个 ,每 次 订购 费 500 

元 ,保管 费用 每 年 每 个 10 元 ,不 允许 缺 贷 。 寿 采购 少量 电感 每 个 单价 30 元 ,大 一 次 采购 

1 500 个 以 上 则 每 个 单价 18 元 , 问 该 公司 每 次 应 采购 多 少 个 ? 

(提示 : 本 题 属于 订货 量 多 ,价格 有 折扣 的 类 型 , 即 订货 费 Cs 十 KQ,K 为 阶梯 肾 数 ,) 

10.9 某 工 厂 的 采购 情况 为 


件 100 000 件 , 每 件 每 


采购 数量 /单位 单价 /元 
0 一 1 999 100 
2 000 以 上 80 


假设 年 需要 量 为 10 000 单位 ,每 次 订货 费 为 2 000 元 ,存储 费 率 为 20%, 则 每 次 应 采购 
多 少 ? 
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10. 10 ”一 个 允许 缺 赁 的 E.O. Q 模型 的 费用 绝 不 会 超过 一 个 具有 相同 存储 费 .订购 
费 ,但 不 允许 缺 货 的 上 .OO. Q 模型 的 费用 , 试 说 明之 。 
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对 策 与 决 式 


对 策 也 叫 博弈 ,是 自古 以 来 的 政治 家 和 军事 家 都 很 注意 研究 的 问题 。 作 为 一 门 正 式 
守 科 ,是 在 20 世纪 40 年 代 形 成 并 发 展 起 来 的 。 直 到 1944 年 站。 诺 依 曼 (Cvon Neumann) 
与 摩根 斯 特 恩 (O. Morgenstern) 的 《博弈 论 与 经 济 行 为 》 一 书 出 版 ,标志 着 现代 博弈 论 的 
初步 形成 。 书 中 提出 的 标准 型 .扩展 型 和 合作 型 博弈 模型 解 的 概念 和 分 析 方 法 ,商定 了 这 
门 学 科 的 理论 基础 ,成 为 使 用 严谨 的 数学 模型 研究 冲突 对 抗 条 件 下 最 优 决 策 问 题 的 理论 。 
然而 , 诺 依 曼 的 博弈 论 的 局 限 性 也 日 益 暴 露出 来 。 由 于 它 过 于 抽象 ,使 应 用 范围 受到 很 大 
限制 ,所 以 影响 力 很 有 限 。20 世纪 50 年代, 纳什 (Nash) 建 立 了 非 合 作 博 弈 的 “纳什 均衡 ” 
理论 ,标志 着 博弈 论 的 新 时 代 开 始 。 正 是 因为 纳什 在 经 济 博 弈 论 领 域 划时代 的 贡献 ,使 其 
成 为 继 冯 。 诺 依 曼 之 后 对 对 策 论 发 展 贡 献 最 大 的 学 者 ,并 因此 获得 了 1994 年 诺 贝尔 经 济 
学 奖 。 纳 什 均衡 概念 在 非 合作 博弈 理论 中 起 着 核心 作用 ,为 博弈 论 广泛 应 用 于 经 济 学 、 管 
理学 、 社 会 学 政治 学 、 和 军事 科学 等 领域 奠定 了 坚实 的 理论 基础 。 
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对 汞 伦 基 础 


11.1.1 对 策 行为 和 对 策 论 


对 寅 论 亦 称 耽 赛 论 或 博 宣 论 , 是 研究 具有 斗争 或 苑 争 性 质 现 象 的 数学 理论 和 方法 。 
一 般 认 为 , 它 是 现代 数学 的 一 个 新 分 支 ,是 运筹 学 的 一 个 重要 学 科 。 对 策 论 发 展 的 历史 并 
不 长 ,但 由 于 它 研 究 的 问题 与 政治 \、 经 济 、 军 事 活 动 乃 至 一 般 的 日 常生 活 等 有 着 密切 联系 ， 
并 且 其 分 析 和 解决 问题 的 方法 具有 明显 特色 ,所 以 日 益 引 起 广泛 重视 。 

在 日 弟 生 活 中 ,经 党 会 看 到 一 些 相 互 之 间 具 有 斗争 或 殉 争 性 质 的 行为 ,如 下 棋 、 打 有 牌 、 
体育 比赛 等 。 又 比如 战争 活动 中 的 双方 ,都 力图 选取 对 自己 最 有 利 的 策略 ,千方百计 去 战 
胜 对 手 。 还 比如 国际 间 的 谈判 ,各 种 政治 力量 之 间 的 斗争 ,各 国际 集团 之 间 的 斗 争 等 ,无 
一 不 具有 斗争 的 性 质 。 在 经 济 领 域 ,各 国之 间 的 谈判 ,企业 之 间 的 谈判 ,企业 之 间 为 争夺 
市 场 而 进行 的 竞争 等 , 举 不 胜 举 。 

具有 斗争 或 竞争 性 质 的 行为 称 为 对 策 行 为 。 在 这 类 行为 中 ,参加 斗争 或 竞争 的 各 方 
各 目 具 有 不 同 的 目标 和 利益 。 为 了 达到 各 目的 目标 和 利益 ,各 方 必 须 考 虑 对 于 的 各 种 可 
能 的 行动 方案 ,并 力图 选取 对 目 己 最 有 利 或 最 合理 的 方案 。 对 策 论 就 是 研究 在 对 策 行为 
中 ,斗争 各 方 是 否 存 在 最 有 利 或 最 合理 的 行动 方案 ,以 及 如 何 找 到 最 有 利 或 最 合理 行动 方 
案 的 数学 理论 和 方法 。 

在 我 国 上 古代 ,“ 齐 王 赛 马 ” 就 是 一 个 典型 的 对 策 论 的 例子 。 

战国 时 期 ,有 一 天 齐 王 提 出 要 与 田 尽 赛 马 , 双 方 约定 从 各 自 的 上 、 中 、 下 三 个 等 级 的 马 
中 各 选 一 匹 参赛 ,每 匹 马 均 只 能 参赛 一 次 ,每 一 次 比赛 双方 各 出 一 匹 马 , 负 者 要 付 给 胜 者 
千金 。 已 经 知道 的 是 ,在 同等 级 的 马 中 ,田鼠 的 马 不 如 齐 王 的 马 , 但 如 果 田 忌 的 马 比 齐 王 
的 马 高 一 等 级 , 则 田 尽 的 马 可 了 取胜。 当时 , 田 尽 手下 的 一 个 谋士 给 他 出 了 个 主意 ; 每 次 比 
完 时 先 让 齐 王府 出 他 要 参 才 的 马 , 然 后 用 下 马 对 齐 王 的 上 蕊 ,用 中 蕊 对 齐 王 的 下 马 , 用 上 
马 对 齐 王 的 中 马 。 比 赛 结 果 , 田 忌 二 胜 一 从 ,和 夺 得 千金 。 由 此 看 来 ,两 个 人 各 采取 什么 样 
的 出 马 次 序 对 胜 负 是 至 关 重 要 的 。 
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11.1.2 对 策 行为 的 三 个 基本 要 素 


1. 局 中 人 

在 一 个 对 策 行为 (或 一 局 对 策 ) 中 ,有 权 诀 定 自 己 行 动 方案 的 对 策 参 加 者 称 为 局 中 人 。 
通常 用 I 表 示 局 中 人 的 集合 。 如 果 有 7 个 局 中 人 , 则 I 二 {1,2,…,n}。 一 般 要 求 一 个 对 
策 中 至 少 要 有 两 个 局 中 人 。 如 在 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 中 ,局 中 人 是 齐 王 和 田 忌 。 

2. 策略 集 

一 局 对 策 中 ,可 供 局 中 人 选择 的 一 个 实际 可 行 的 完整 的 行动 方案 称 为 一 个 策略 。 参 
加 对 策 的 每 一 局 中 人 i,iET, 都 有 目 己 的 策略 集 S;。 一 般 , 每 一 局 中 人 的 策略 集中 至 少 应 
包括 两 个 策略 。 

在 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 中 ,如 果 用 (上 ,中 ,下 ) 表 示 以 上 马 、 中 马 、 下 马 依 次 参赛 这 样 一 
个 次 序 ,这 就 是 一 个 完整 的 行动 方案 , 即 为 一 个 策略 。 可 见 , 局 中 人 齐 王 和 田 忌 各 自 都 有 
6 个 生 覆 《ECE Fe 中 55 中 上 5 下 区 让 FE 上 7 下 中 EGFR 中 7 

3. 赢得 函数 (支付 函数 ) 

在 一 局 对 策 中 ,由 各 局 中 人 选 定 的 策略 形成 的 策略 组 称 为 一 个 局 势 , 即 若 $ 是 第 i 
个 局 中 人 的 一 个 策略 , 则 个 局 中 人 的 策略 组 

$—(s1 982 9 9 Sn) 
就 是 一 个 局 势 。 人 全体 局 势 的 集合 S 可 用 各 局 中 人 策略 集 的 笛 卡 儿 积 表示 , 即 
一 

当 一 个 局 势 出 现 后 ,对 策 的 结果 也 就 确定 了 。 也 就 是 说 ,对 任 一 局 势 sEGS, 局 中 人 : 
可 以 得 到 一 个 顾 得 全 互 ,(s)。 显 然 , 刁 (s) 是 局 势 s 的 图 数 , 称 为 第 个 局 中 人 的 启 得 困 
数 。 在 齐 王 与 田 尽 寓 马 的 例子 中 ,局 中 人 集合 为 TI 一 41,2}, 齐 王 和 田 尽 的 策略 集 可 分 别 
用 Si 一 {aalyaz asyayayae) 和 3 一 (18 及 ,8 记 , 记 表示 。 这 样 , 齐 王 的 任 一 策略 a 
和 田鼠 的 任 一 策略 8 就 形成 了 一 个 局 势 ;,; 。 如 果 m%=( 上 ,中 ,下 ),8 一 ( 上 ,中 ,下 ), 则 
在 局 势 su 下 齐 王 的 赢得 值 为 Hi (su) 二 3, 田 忌 的 赢得 值 为 日; (su ) 王 一 3, 如 此 等 等 。 

以 上 讨论 了 局 中 人 .策略 集 和 赢得 因数 这 三 个 概念 。 当 这 三 个 基本 要 素 确 定 后 ,一 个 
对 策 横 型 也 就 给 定 了 。 


11.1.3 对策 问题 举例 及 对 策 的 分 类 


对 策 论 在 经 济 管理 的 众多 领域 中 有 羞 十 分 广泛 的 应 用 ,下 面 列举 几 个 可 以 用 对 策 论 
思想 和 模型 进行 分 析 的 例子 。 

例 11-1 (市 场 购买 力争 夺 问 题 ) 据 预测 , 某 乡 镇 下 一 年 的 饮食 品 购买 力 将 有 4 000 
万 元 。 乡 镇 企业 和 中 心 城市 企业 饮食 品 的 生产 情况 是 : 乡镇 企业 有 特色 饮食 品 和 低档 饮 
食品 两 类 ,中 心 城市 企业 有 高 档 饮 食品 和 低档 饮食 品 两 类 产品 。 它 们 和 争夺 这 一 部 分 购买 
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力 的 结局 见 表 11-1, 问 题 是 乡镇 企业 和 中 心 城市 企业 应 如 何 选择 对 月 已 最 有 利 的 产品 
东 上 略 。 
表 11-1 乡镇 企业 所 得 万 元 
中 心 城市 企业 的 策略 
乡镇 企业 的 策略 
出 售 高 档 饮 食品 出 售 低档 饮食 品 
出 售 特色 饮食 品 2 000 3 000 
出 售 低 档 馈 食品 1 000 3 000 
例 11-2 (销售 竞争 问题 ) 假 定 企业 1 工 ，, 均 能 问 市 场 出 上 售 某 一 产品 ;不妨 假定 它们 


可 于 时 间 区 间 (0,1) 内 任 一 时 点 出 售 。 设 企业 I 在 时 刻 z 出 售 , 企 业 开 在 时 刻 > 出 售 , 则 
企业 工 的 收益 (最 得 ) 困 数 为 


问 这 两 个 企业 各 选择 什么 和 时 机 出 瞪 对 自己 最 有 利 ? 在 这 个 外 
略 均 有 无 穷 多 个 。 

例 11-3 (费用 分 摊 问 题 ) 假 设 沿 某 一 河流 有 相 邻 的 3 个 城市 A、.B、C, 各 城市 可 单独 
建立 水 厂 ,也 可 合作 兴建 一 个 大 水 厂 。 经 估算 , 合 建 一 个 大 水 厂 ,加 上 数 设 管道 的 费用 ,要 
比 单独 建 3 个 小 水 厂 的 总 费用 少 。 但 合 建 大 厂 的 方案 能 否 实 施 , 要 看 总 的 建设 费用 能 否 
在 3 个 城市 之 间 进 行 合 理 的 分 扒 。 如 果 某 个 城市 分 摊 到 的 费用 比 它 单 独 建 设 水 厂 的 费用 
还 多 的 话 , 它 显然 不 会 接受 合作 的 方案 。 因 此 ,需要 研究 的 问题 是 : 如 何 合 理 地 分 挫 总 的 
建设 费用 ,使 合作 兴建 大 水 厂 的 方案 得 以 实现 ? 

例 11-4 (拍卖 问题 ) 最 常见 的 一 种 拍卖 形式 是 先 由 拍卖 商 把 拍卖 品 描述 一 番 , 然 后 
提出 第 一 个 报价 。 接 下 来 由 买 者 报价 ,每 一 次 报价 都 要 比 前 一 次 高 ,最 后 谁 出 的 价 最 高 拍 
卖 品 即 归 谁 所 有 。 假 设 有 7 个 买主 给 出 的 报价 分 别 为 六 …,p,;, 且 不 妨 设 玉宇 加 -二 … 二 
Pi; 则 买主 n 只 要 报价 上 略 高 于 pp,-1 ;就 能 买 到 拍卖 品 , 即 拍 忌 品 实际 上 是 在 次 高 价格 上 卖 
出 的 。 现 在 的 问题 是 ,各 买主 之 间 可 能 知道 他 人 的 估价 ,也 可 能 不 知道 他 人 的 估价 ,每 人 
应 如 何 报价 对 目 己 能 以 较 低 的 价格 得 到 拍卖 品 最 为 有 利 ?” 最 后 的 结果 又 会 怎样 ? 

例 11-5 【办 犯 难题 ) 设 有 两 个 嫌疑 犯 因 涉 嫌 作 案 被 警官 拘留 ,警官 分 别 对 两 人 进行 
审讯 。 根 据 法 律 ,如果 两 个 人 都 承认 此 案 是 他 们 干 的 , 则 每 人 各 判刑 7 年: 如果 两 人 都 不 
承认 , 则 由 于 证 据 不 足 , 两 人 将 各 获 刑 1 年 ; 如 果 只 有 一 人 承认 并 揭发 对 方 , 则 承认 者 也 
以 宽大 释放 ,而 不 承认 者 将 判刑 9 年。 因此 ,对 两 个 囚犯 来 说 ,面临 着 一 个 在 “承认 ”和 “不 
承认 ”这 两 个 策略 间 进 行 选择 的 难题 。 

上 面 几 个 例子 都 可 看 成 是 一 个 对 策 问 题 , 所 不 同 的 是 有 些 是 二 人 对 策 , 有 些 是 多 人 对 
策 ; 有 些 是 有 限 对 案 , 有 些 是 无 限 对 策 ; 有 些 是 零 和 对 策 , 有 些 是 非 零 和 对 策 ; 有 些 是 合 


子 中 ,企业 工 , 工 可 选择 的 策 
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作对 策 , 有 些 是 非 合作 对 策 , 等 等 。 为 了 便于 对 不 同 的 对 策 问题 进行 研究 ,可 以 根据 不 同 
方式 进行 分 类 ,通常 的 分 类 方式 有 : 

(1) 根据 局 中 人 的 个 数 ,分 为 二 人 人 对策 和 多 人 对 筑 ; 

(2) 根据 各 局 中 人 的 赢得 图 数 的 代数 和 是 否 为 赤 ,分 为 过 和 对 宁 与 非 雪 

(3) 根据 各 局 中 人 间 是 否 人 允许 合作 ,分 为 合作 对 策 和 非 合 作对 师 ; 

(4) 根据 局 中 人 策略 集中 的 策略 个 数 , 分 为 有 限 对 策 和 无 限 对 策 。 

此 外 ,还 有 许多 其 他 的 分 类 方式 。 例 如 根据 策略 的 选择 是 否 与 时 间 有 关 , 可 分 为 静态 
对 策 和 动态 对 策 ; 根据 对 策 模 型 的 数学 特征 ,可 分 为 矩阵 对 策 .连续 对 策 .微分 对 策 、 阵 地 
对 策 、 凸 对 策 、 随 机 对 策 等 。 

在 众多 对 策 醒 型 中 ,占有 重要 地 位 的 是 二 人 有 限 零 和 对 策 (finite two-person 
zerosum game) ,又 称 为 窍 阵 对 策 。 这 类 对 策 是 到 目前 为 止 在 理论 研究 和 求解 方法 方面 都 
比较 完善 的 一 个 对 策 。 尽 管 矩阵 对 策 是 一 类 最 简单 的 对 策 模 型 ,但 其 研究 思想 和 方法 十 
分 具有 代表 性 ,足以 体现 对 策 论 的 一 般 思 想 和 分 析 方 法 , 且 和 矩阵 对 策 的 基本 结果 也 是 研究 
其 他 对 策 模 型 的 基础 。 基 于 上 述 原因 ,本 划 将 看 重 介 绍 和 矩阵 对 策 的 基本 内 容 , 而 对 其 他 对 


11.2 和 矩阵 对 策 的 基本 定理 


11.2.1 和 矩阵 对 琐 的 数学 模型 
矩阵 对 策 即 为 二 人 有 限 零 和 对 策 , 是 指 只 有 两 个 参加 对 策 的 局 中 人 ,每 个 局 中 人 都 只 


有 有 限 个 策略 可 供 选 择 。 在 任 一 局 势 下 ,两 个 局 中 人 的 局 得 之 和 总 是 等 于 堆 , 即 双方 的 利 
益 是 激烈 对 抗 的 ,一 方 的 所 得 即 为 另 一 方 的 所 失 。“ 齐 王 喜 马 ? 就 是 一 个 矩阵 对 策 的 例子 ， 
齐 王 和 田 已 各 有 6 个 策略 ,一 局 对 策 结 束 后 , 齐 王 的 所 得 必 为 田 忌 的 所 失 ,反之 亦 然 。 

在 矩阵 对 策 中 ,一 般 用 工 、 了 [分 别 表示 两 个 局 中 人 ,并 设 局 中 人 了 有 m 个 纯 策略 (以 
与 后 面 的 混合 策略 区 别 )a 02 9""* Om ;局 中 人 [| 有 7 个 纯 策 略 BI 2 sb , 则 局 中 人 | 
[的 策略 集 分 别 为 


和 对 宽 ; 


= {01 ,Q2 ,oe Cm } 

Ss = {PB ,Bb,} 
当局 中 人 工 选 定 纯 策 略 a; 和 局 中 全 选 定 纯 策 略 B; 后 ,就 形成 了 一 个 纯 局 势 (a;,B;)。 可 
见 这 样 的 纯 局 势 共 有 mrXn 个 。 对 任 一 纯 局 势 (a;,B;), 记 局 中 人 1 的 电 得 值 为 cy ,并 称 


为 局 中 入 工 的 恬 得 惩 阵 ( 或 为 局 中 入 下 的 支 何 怎 阵 )。 申 于 假定 对 策 为 零 和 的 , 改 局 中 人 
[ 的 赢得 矩阵 就 是 一 4: 
当局 中 人 了 工 、 了 [和 策略 集 S1 、S。 及 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 4 确定 后 ,一 个 矩阵 对 策 也 
就 给 定 了 。 通 常 ,将 er 
(lssrA GG 一 161.3%: 术 | 
在 “ ND ame eit eo 11-2 表示 。4 


表 11-2 齐 王 的 赢得 


田鼠 的 策略 
齐 王 的 策略 
本 

ac | 3 | 1 | 1 | 1 | = 
uCE'T | 1 | 3 | :1 | 1 | | 1 
BO | 3 | | $$ | % | ! 
“ht | 1 | 1 | 1 | s | :+ | 
sh | 
顾 得 矩阵 为 

3 1 ] ] | 

] 3 ] | 1 

"us | | 3 1 1 1 

= 1 ] 3 1 1 

4 1 ] 3 

1 ] ] 1 1 3 


当 和 矩阵 对 策 模 型 给 定 后 ,各 局 中 人 面临 的 问题 便 是 如 何 选 取 对 日 己 最 有 利 的 纯 寅 略 ， 
以 谋取 最 大 的 万 得 (或 最 少 损 失 )。 下 面 通过 一 个 具体 例子 来 分 析 应 如 何 求 解 各 局 中 人 的 
最 优 纯 策略 ，。 
例 11-6 设 有 一 矩阵 对 策 G=={Si,S;; 4) ,其 中 Si=={a,az 03 04) ,Ss 一 {BB ,局 }， 
一 6 1 一 8: 
| 


3 4 
和 一] | 


DD 张 盛开 教授 首先 用 矩阵 对 策 模型 来 研究 “ 齐 王 赛马 ”的 问题 ,给 出 了 齐 王 的 腻 得 和 矩 了 泗 。( 见 (矩阵 对 策 初步 》， 
上 海 教育 出 版 社 ,1980) 


对 于 一 般 矩 阵 对 策 , 有 如 下 定义 。 
定义 1 设 G 二 {1S1,S:; A} 为 矩阵 对 策 。 其 中 
Si 一 人 joy) Ss={BsBysB,)}, A=(a ) nx 
右 等 式 
max i 一 max ai 一 Qi 六 和 

成 立 , 记 Ve 二 ai*;* 。 则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 ， 称 my 1) 成 立 的 纯 局 势 (aj* ,B* ) 为 G 
在 纯 梨 略 下 的 解 ( 或 平衡 局 势 ) ,or* 与 Bj* 分 别称 为 局 中 人 上, 耳 的 最 优 纯 策 略 。 

由 定义 1 可知, 在 矩阵 对 策 中 两 个 局 中 人 虱 采 取 最 优 纯 豆 上 略 ( 如 果 最 优 纯 策 略 存 在 ) 
才 是 理智 的 行动 。 

例 11-7 求解 矩阵 对 策 C= 一 14S ,9S:;， 4) ,其 中 


7 8、 
3 2 4 
16 ”一 1 一 3 
一 3 0 5 
解 ”根据 和 抢 阵 4, 有 表 11-3。 
表 11-3 
于 是 
ee a a a 一 性 22 一 ! 


由 的 解 为 (a A 一 A 分 别 是 局 中 人 I 和 的 最 优 纯 策 略 。 
从 例 11-7 可 以 看 出 ,矩阵 4 的 元 系 ay 既是 其 所 在 行 的 最 小 元 系 ,又 是 其 所 在 列 的 最 
大 元 素 , 即 
,Pe ti 二] ,2,3,4; ;7 二 1 ,2,3 
将 这 一 事实 推广 到 一 般 和 矩阵 对 策 , 可 得 如 下 定理 。 
定理 1 甜 阵 对 策 G= 二 {S51,S;; 4) 在 纯 策 略 意义 下 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 ; 存在 纯 
局 势 (a,* ,B,* ) 使 得 对 一 切 i 二 1,…,m; j= 二 1,…,n, 均 有 


0 FT 


证 明 人 先 证 充分 性 。 由 于 对 任意 ?7 均 有 
Ot" Sg say 
故 


max ai Sa j* Smina,) 


J 
又 因 
min max aij max Qi 
本 I 时 
min ai* ;max min Qi 
i i 
所 以 


min max a Ai jy* max minai， 
] : i 下 


J 
男 一 方面 ,对 任意 i,j 有 
min ci <ai; Smax a 
J I 
所 以 
max min a;; 三 min max a; 


用 了 
由 式 (11-3) 和 式 (11-4) 有 
max min ai 一 min max Ci 一 Qi 六 
i J J I 
且 
现在 来 证 明 必 要 性 。 设 有 71” ,六 使 得 
min awy CO— max min a 
J F 了 了 
maxaii* 一 min max as 
I J I 
则 由 
max min aij —min max Qi 
了 2 于 
有 


max aa* 一 in 0 maxaij* 一 Ti arr) 
时 . J 
所 以 对 任意 i,; 有 


: 2 i 
dij* Smax Qi < min Ci ;SA 


为 了 便于 对 更 广泛 的 对 策 情 形 进行 分 析 , 现 引进 关于 二 元 限 数 鞍点 的 概念 


对 策 论 基础 
Ei 
(11-4) 


定义 2 设 f(z,y) 为 一 个 定义 在 TEA 及 yE€B 上 的 实 值 钠 数 ,如 果 存 在 x* EA， 


y”EB, 使 得 对 一 切 xEA 和 vyvEB, 有 
则 称 (z” ,y”) 为 函数 三 的 一 个 鞍点 。 


攻击 本 


申 定义 2 及 定理 1 可 知 ,矩阵 对 梨 G 在 纯 策 略 意义 下 有 人 解 , 有 是 Ve 二 a;*j* 的 充 要 条 件 
是 : ai*;)* 是 矩阵 4 的 一 个 鞍点 。 在 对 策 论 中 ,矩阵 4 的 散 点 也 称 为 对 策 的 鞍点 。 
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关于 定理 1 中 式 (11-2) 的 直观 解释 是 : 如 果 ai*;* 既是 矩阵 A 二 (aij )wxs 中 第 i * 行 的 
最 小 值 ,又 是 A 中 第 ;7* 列 的 最 大 值 , 则 a: ,;* 即 为 对 策 的 值 ,是 (a* ,8 ) 就 是 对 策 的 解 。 
其 对 策 意 义 是 ; 一 个 平衡 局 势 (a;* ,B* ) 应 具有 这 样 的 性 质 , 当 局 中 人 I 工 选 取 了 纯 策 略 oz 
后 ,局 中 全 为 了 使 其 所 失 最 少 , 只 有 选择 纯 策 略 B* ,否则 就 可 能 失 得 更 多 ; 反之 ,当局 
中 全 选取 了 纯 策 略 B* 后 ,局 中 人 工 为 了 得 到 最 大 的 局 得 也 只 能 选取 纯 生 略 a;* ,否则 
了 驶 会 局 得 更 少 。 双 方 的 竞争 在 局 势 (ai* ,B,* ) 下 达到 了 一 个 平衡 状态 。 

例 11-8 求 对 宋 的 解 。 设 矩阵 对 案 G 二 1S1,，S;; 4) ,其 中 Si 一 (ayas yasyal 9 一 
{Bi , ,Bs ,Bi ) ,必得 矩阵 为 


p> 

| 

一 一、 
| 


Ce 
Co 
[5 


Sy ™ Le 
| 
一 一 


解 ” 和 直接 在 4 提供 的 往 得 表 上 计算 ,有 


BB 应 Bs Bs : min 


ald 5 6 导 , | 三 
| | 一 
| 5 7 SIs 
we 2 {0 
i BS 


max mnti 一 mn maxas—d"j” — 
其 中 
i 一 1,3; 7 二 2,4 
故 (ai ,2 )s (a Pa )， (as » Pb2 ) ， (as 有 ) 四 个 局 势 都 是 对 束 的 解 ;有 是 We 

由 例 11-8 可 知 ,一 般 和 矩阵 对 策 的 解 可 以 是 非 唯 一 的 。 当 解 为 非 唯 一 时 , 解 之 间 的 关 
系 具 有 下 面 两 条 性 质 。 

性 质 1 无 差别 性 。 即 大 (Ca; Bi, ) A Ca; ,有 ) 是 对 策 G 的 两 个 解 , 则 i 

性 质 2 可 交换 性 。 即 若 (a ,B ) 和 (a ,B ) 是 对 策 G 的 两 个 解 , 则 (a ,B ) 和 
Cai, »B;, ) 也 是 解 。 

上 和 面 两 条 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 这 两 条 性 质 表 明 , 算 阵 对 策 的 解 不 必 是 唯 
一 的 ,但 对 末 的 值 是 唯一 的 。 即 当局 中 人 工 杀 用 构成 解 的 最 优 纯 策略 时 ,能 保证 他 的 瓦 得 
Ve 不 依赖 于 对 方 的 纯 策 略 。 

下 面 , 举 一 个 实际 应 用 的 例子 。 

例 11-9 菜单 位 采购 员 在 秋天 要 决定 冬季 取暖 用 煤 的 储量 问题 。 已 知 在 正常 的 冬 
季 气 温 条 件 下 要 消耗 15 吨 煤 ,在 较 暖 与 较 冷 的 气温 条 件 下 要 消耗 10 吨 和 20 吨 烷 。 假 定 


第 11 章 ”对 策 论 基础 ”会 
第 11 章 ”对策 论 基础 291 


冬季 时 的 煤 价 随 天 气 寄 冷 程度 而 有 所 变化 ,在 较 暖 、 正 篆 、 较 冷 的 气候 条 件 下 每 吨 煤 价 分 
别 为 100 元 、150 元 和 200 元 ,又 设 秋季 时 煤 价 为 每 吨 100 元 。 在 没有 关于 当年 冬季 准确 
的 气象 预报 的 条 件 下 , 问 秋 季 储 煤 多 少 吨 能 使 单位 购 煤 的 文 出 最 少 ? 
这 个 问题 可 以 看 成 是 一 个 对 策 问 题 ,把 采购 员 当 做 局 中 人 工 ,他 有 三 个 策略 : 在 秋天 
时 买 10 吨 、15 吨 与 20 吨 , 分 别 记 为 al ,az ,as 。 
把 大 目 然 看 做 局 中 人 工 , 大 目 然 的 “选择 "是 冬季 的 气温 ,也 有 三 种 策略 : 出 现 较 暖 
的 \ 正 党 的 与 较 冷 的 冬季 ,分 别 记 为 B ,PB ,B;。 
如 果 将 该 单位 冬季 取暖 用 煤 的 实际 文 出 ( 即 秋季 购 煤 时 的 用 费 与 冬季 不 够 时 再 补 购 
的 费用 之 和 ) 作 为 局 中 人 工 的 局 得 ,得 采购 员 的 最 得 矩阵 如 下 
有 ( 较 暖 )8 (正常 )B( 较 冷 ) 
ai(10 吨 )/ 一 1] 000 一 1750 一 3000 
(15 全 | 一 1500 一 1500 一 2500 
asf 20 是)\ 一 2000 一 2000 一 2000 
max mlin ai 一 min max a;j 一 Qss 一 一 00 
故 对 策 的 解 为 (a;,B;), 即 秋季 储 煤 20 吨 最 为 合理 。 
11.2.2 和 矩 阵 对 策 的 混合 策略 
由 11.1 市 的 讨论 可 知 , 对 矩阵 对 束 G 二 {S51 ,Sz; 4} 来 说 ,局 中 人 I 有 把 握 的 至 少 碟 得 是 
v1— max en di; 
局 中 人 下 有 把 握 的 至 多 损失 是 
v2 —min max CC 


显然 ,局 中 人 | 的 赢得 值 不 会 多 于 局 中 人 的 所 失 值 , 即 总 有 Ul v2 。 TI ~ U2 时 ， 
和 矩阵 对 过 G 存在 纯 策 略 意 义 下 的 解 ,日 Ve 二 wo 二 vz。 然而 ,一 般 情 形 不 总 是 如 此 ,实际 中 
出 现 的 更 多 情形 是 ov 二 wv; ,这样 , 根 据 定 义 1 ,对策 G 就 不 存在 纯 策 略 意 义 下 的 解 。 例 如 
对 于 赢得 矩阵 为 
wt 
A 二 
5 4) 


一 


的 对 策 问题 来 说 ,可 知 


vz 一 min max ai 一 5， 7 一 1 
站 0. > 
于 是 , 当 双 方 各 根据 从 最 不 利 情形 中 选取 最 有 利 结 果 的 原则 选择 纯 策略 时 ,应 分 别 选 
取 a 和 饭 ,此 时 局 中 人 工 将 局 得 5, 比 其 预期 局 得 vi 一 4 还 多 ,原因 右 在 于 局 中 全 选择 
了 有 ,使 他 的 对 手 多 得 了 原来 不 该 得 的 形 得 。 故 Bl 对 局 中 全 来 说 并 不 是 最 优 的 ,因而 
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他 会 考虑 出 房 。 局 中 人 工 亦 会 采取 相应 的 办 法 , 改 出 a 以 使 赢得 为 6, 而 局 中 人 工 又 可 
能 仍 取 策略 记 来 对 付 局 中 人 工 的 策略 a 。 这 样 , 局 中 人 工 出 w 或 as 的 可 能 性 以 及 局 中 
全 出 B 或 B 的 可 能 性 都 不 能 排除 。 对 两 个 局 中 人 来 说 ,不 存在 一 个 双方 均 可 接受 的 
平衡 局 势 , 或 者 说 当 四 二 wo 时 ,矩阵 对 策 C 不 存在 纯 策 略 意义 下 的 解 。 

在 这 种 情况 下 ,一 个 比较 自然 且 人 合乎 实际 的 想法 是 : 既然 各 局 中 人 没有 最 优 纯 策 略 
可 出 ,是 否 可 以 给 出 一 个 选取 不 同 策略 的 概率 分 布 。 如 在 上 例 中 ,局 中 人 工 可 以 制定 如 下 
一 种 策略 : 分 别 以 概率 1/4 和 3/4 选取 纯 策 略 w 和 auz ,这 种 策略 是 局 中 人 工 的 策略 集 
(ta ya 上 的 一 个 概率 分 布 , 称 之 为 混合 策略 。 同 样 , 局 中 人 开 也 可 制定 这 样 一 种 混合 
略 : 分 别 以 概率 1/2、1/2 选取 纯 生 上 略 BP ,PB;。 下 向 给 出 矩阵 对 策 混 合 策略 的 定义 。 

定义 3 设 有 和 矩阵 对 宽 (一 CS » O23 A :其 中 一 《aa 9 OQ Oo } A (有 ,02 BP, 
A=(a;)mnxn 记 


by -一 1 过 | Di ] 时 全 2 1 Yi, -一 1 } 
;一 1 


Si = {9 EF"|y 0 =1n Dy, = 1) 
则 Sr 和 Sz 分 别称 为 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 集 ( 或 宋 略 集 );: xE Sr 和 >yESz 分 别称 
为 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 (或 策略 ); 对 zESr ,yvES: , 称 (zyy) 为 一 个 混合 局 势 ( 或 局 
势 ) ,局 中 人 I 的 赢得 函数 记 成 
和 (zj 一 一 >》 Ya (11-6) 
这 样 得 到 的 一 个 新 的 对 策 记 成 G* 二 {SY ,S; ,E) , 称 G* 为 对 策 G 的 混合 扩充 。 
由 定义 3 可 知 , 纯 策 略 是 混合 禹 略 的 特例 。 例 如 局 中 人 工 的 纯 策 略 w 等 价 于 混合 条 
聊天 一 (Green ES 其 中 
1， i 二 
和 机 ;天 
一 个 混合 策略 + 二 (zi,… ,xm) 可 设想 成 当 两 个 局 中 人 多 次 重复 进行 对 策 G 时 ,局 
中 人 工分 别 采 取 纯 策略 mw ，…: ,a 的 频率 。 若 只 进行 一 次 对 策 , 混 合 策略 zz 一 (zi,…，,zn) 
可 设想 成 局 中 人 I 工 对 各 纯 寅 略 的 偏爱 程度 。 
下 面 讨论 矩阵 对 案 G 在 混合 策略 意义 下 解 的 定义 。 
设 两 个 局 中 人 仍 像 前 面 一 样 地 进行 有 理智 的 对 策 。 
他 只 能 希望 获得 (最 不 利 的 情形 ) 


当局 中 人 工 采 取 混 合 策 略 x 时 ， 


min E(x,Yy) 
yE Se 


因此 局 中 人 工 应 选取 zxE S? ,使 得 上 式 取 极 大 值 (最 不 利 当中 的 最 有 利 情形 ), 即 局 
中 人 工 可 保证 自己 的 赢得 期 望 值 不 少 于 


一 max min E(xz,y) 工大 
EE 


同 理 , 局 中 人 开 可 保证 自己 的 所 失 期 望 值 至 多 是 


uv 一 min max E(x,Yy) (11-8) 
3 人 加 


首先 ,注意 到 式 (11-7) 和 式 (11-8) 是 有 意义 的 。 因 为 根据 定义 ,局 中 人 工 的 赢得 函 
数 EE(z,y) 是 欧 氏 空间 E"”"* 内 有 和 界 财 集 D 上 的 连续 图 数 , 其 中 


1) 一 (EE | er 之 0 yy -之 0,7 一 1 ,* ,ns EE 


2x = | 村 ae = 1 } 
yE Sy yE Sy 


也 是 Sr 上 的 连续 图 数 , 故 max min E(zr,y) 存在 ,同样 可 说 明 min max E(x,y) 存在 。 


ze yE So yE Se zE SI1 
其 次 ,仍然 有 wv 志 v; 。 事 实 上 , 设 


max min E(xz,y)—min E(x ，y) 


ze ES y€ S» 
min max E(xz,y)—max E(x,Yy ) 
JyES ES ES 
= min E(x ys 二 FFC vy” )<.max E(r,y’ )=wvw, 
yE Ss rE SY 
定义 4 设 G’ 二 {S7 ,S2 ; ;是 矩阵 对 策 G 二 1S1,Ss; 4} 的 混合 扩充 ,如 果 
max min E(x,y)=min max E(x,y) 《工区 
xE SI 3ESo yESs .xE SI 


记 其 值 为 VYe。 则 称 Ve 为 对 策 G* 的 值 , 称 使 式 (11-9) 成 立 的 混合 局 势 (zx”,y”) 为 G 在 
混合 策略 意义 下 的 解 ( 或 简称 解 ),x” 和 yy ”分 别称 为 局 中 人 I 和 本 的 最 优 混 全 策略 (或 人 简 
称 最 优 策略 ) 。 

现 约定 ,以 下 对 G 二 {Si1,S;; 4) 及 其 混合 扩充 G 二 《SY ,Sz ; 忆 } 一 般 不 加 区 别 , 通 常 
都 用 G 二 151,S:; A} 来 表示 。 当 G 在 纯 策 略 意义 下 解 不 存在 时 , 目 动 认为 讨论 的 是 在 混 
合 策 略 意义 下 的 解 ,相应 的 局 中 人 I 的 赢得 函数 为 E(x,y)。 

和 定理 1 类似, 可 给 出 矩阵 对 策 G 在 混合 融 略 意义 下 解 存 在 的 鞍点 型 充 要 条 件 。 

定理 2 甜 阵 对 策 G 二 1S1,S,; 4) 在 混合 策略 意义 下 有 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 
ESry ES? ,使 (zx* ,y*) 为 函数 EE(r,y) 的 一 个 鞍点 , 即 对 一 切 zxES?,yES?, 有 

F(xoy YEFEly sy EECr yy) (11-10) 

本 定理 的 证 明 同 定理 1, 只 需 将 a;; 换 写成 F(x,y), 读 者 可 自行 证 之 。 应 注意 到 , 当 G 
在 纯 策 略 意义 下 解 存在 时 ,定义 4 中 关于 对 策 G 的 值 的 定义 Vi 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 。 
当 G 在 混合 策略 意义 下 的 解 (x* ,y* ) 存 在 时 ,Ve 二 E(xr* ,y*)。 

例 11-10 考虑 和 矩阵 对 策 G 二 {S51,S;; A}), 其 中 


sd 
入 二 
2 


i 
de 
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由 前 面 的 讨论 已 知 G 在 纯 策 略 意义 下 的 解 不 存在 ,于 是 设 z=(Czi,'zsz) 为 局 中 人 工 的 混合 
策略 ,y 一 (yi,yz) 为 局 中 人 下 的 混合 策略 , 则 
YY 
S27 ={(y1y2) 1 yy 0,y1 二 y= 1) 
局 中 人 工 的 慑 得 期 望 人 是 
Plzrsy)— 3 yw Thr TOL yi Tr 
一 上 一下 
i 
一半 Ce 一 1 一 1A2)- 王 02 


则 下 1 
即 有 本 


帮工" 一 (1/4,3/4) 和 yy* 一 (1/2,1/2) 分 别 为 局 中 人 人工 和 下 的 最 优 策 略 , 对 寅 的 值 (局 中 人 
| 的 局 得 期 望 值 )Ve 一 97/2。 


11.2.3 矩阵 对 策 的 基本 定理 


本 节 主 要 讨论 矩阵 对 策 解 的 存在 性 及 解 的 有 关 性 质 。 如 前 所 述 , 一 般 和 矩阵 对 策 在 纯 
策略 意义 下 的 解 往往 是 不 存在 的 。 但 本 节 将 证 明 ,一 般 和 矩阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 解 
却 总 是 存在 的 ,并 且 通 过 一 个 构造 性 的 证 明 ,引出 求解 矩阵 对 策 的 基本 方法 一 一 线性 规 
划 广 法。 

先 给 出 如 下 两 个 记号 : 

当局 中 人 工 取 纯 策 略 a; 时 , 记 其 相应 的 说 得 录 数 为 (i,y), 于 是 


下 (zyy) 一 全 (11-11) 
当局 中 人 I 取 纯 策略 B; 时 , 记 其 相应 的 属 得 图 数 为 下 (zj) ,于 是 
F(z,i) = i (11-12) 


由 式 (11-11) 和 式 (11-12) ,有 
F(x,Yy) 和 和 Saiziy, 二 二 pb 


一 》 已 (zy) 工 Et 


E(xz,Yy) 本 了 二 DY er 
一 E(x,i)y; (11-14) 
根据 上 面 的 记号 ,可 给 出 定理 2 的 另 一 种 等 价 表示 。 


定理 3 设 x ESi sy CS ; 刚 (x” 5 ) 是 GG 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 一 
和 一 1,… ,7 ,有 
Rim J Rls sy BBY a (C11-15) 
证 明 设 (x* ,y*) 是 G 的 解 , 则 由 定理 2, 式 (11-10) 成 立 。 由 于 纯 策 略 是 混合 策略 
的 特例 , 故 式 (11-15) 成 立 。 反 之 , 设 式 (11-15) 成 立 , 由 
Bly }— .Elim jn Etr yy) 7 = Blev yy’) 


F(x ;VY) 二 pa sj I)Y; = h(E sy ) 和 3 sy ) 


即 得 式 (11-10) 。 
定理 4 设 x*ESr,y” ES? ; 则 (zx*,y”) 为 G 的 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 数 v, 使 得 
zx” 和 vy* 分别 是 不 等 式 组 (TI) 和 (1 了) 的 解 ,有 目 v= 二 Ve。 


pe == msn 
1 


Tn (11-16) 
-= (0, 人 | 
Uijyj = i i 一 | ，… ,1 
Yi Ds 1 = “人 


定理 对 任 一 矩阵 对 案 G 二 {S51 ,Ss; 4)} ,一 定 存 在 混合 策略 意义 下 的 解 。 
证 明 由 定理 3, 只 要 证 明 存 在 x* ES?,y* ES? ,使 得 式 (11-15) 成 立 。 为 此 ,考虑 
如 下 两 个 线性 规划 问题 ， 


max ww 

Yjayzi 之 四 ， 了 一 工 :7 
(P)] 7: 一 1 

x > 0， E 


min 乙 


yi 之 0， 7 一 | ,+ ,nn 
j 偶 的 线性 规划 问题 ,而 且 
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0 EEE" wo— min ay 
是 问题 (P) 的 一 个 可 行 解 。 
y—l.0.%0) "EE, UU MaAX dai 
是 问题 (DD) 的 一 个 可 行 解 。 由 线性 规划 的 对 偶 理 论 可 知 ,问题 (P) 和 (D) 分 别 存 在 最 优 解 
(2 0 和 (Gy vw); 且 wv 一 w*” 。 即 存在 过 ES ES: 和 数 v* ,使 得 对 任意 :一 
1,… ,mm 和 7 二 1,…,n,; 有 
i < UU i ‘(11-18) 
或 
Elrsy I E(w ,7) (11=19》 
叉 由 
a ey ) 一 Er” Es: Se Us 时 bpd 二 ri 


Flr yp) = be yy ~ 二 vv” 

得 到 v* 二 E(xr* yy ) , 故 由 式 (11-19) 知 式 (11-15) 成 立 。 证 毕 。 

定理 5 的 证 明 是 一 个 构造 性 的 证 明 ,不 仅 证 明了 和 矩阵 对 生 解 的 存在 性 ,而 有 旦 给 出 了 利 
用 线性 规划 求解 矩阵 对 策 的 方法 。 

下 面 的 定理 6 一 定理 10 进一步 讨论 了 算 阵 对 策 及 其 解 的 大 干 重 要 性 质 , 这 些 性 质 在 
求解 矩阵 对 策 的 过 程 中 将 起 重要 作用 。 

定理 6 设 (z” ,yw ) 是 矩阵 对 策 G 的 解 ,v= 二 Ve, 则 

(1) 车 zx 二 0, 则 2》jajyj* 二 vw。 


(2) 车 yj* 盖 0, 则 >)ayzir 一 ms 


| 
© 


(3) - < 站 7 刚 x = 
(4) Re > 2 。 员 | WY” — 了 
证 明 按 定 义 有 


vmax E(x,y ) 
ES 


故 


玫 一 一 mnax 了 (zy ) 一 了 (zy ) 之 0 
羡 拓 与] 


又 因 


i (v— Dasy? TU ee 一 0 
i j j 


”0s 一] 好 
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所 以 , 当 了 全 0 时 , 必 有 i — < 村, 必 有 元 一 0,(01),.0G3) 得 证 。 
同 理 可 证 (2) (4) 。 
记 和 矩阵 对 策 G 的 解 集 为 T(G) ,下面 三 个 定理 是 关于 对 策 解 集 性 质 的 主要 内 容 。 
定理 7 设 有 两 个 矩阵 对 系 
Cl = 1951 ,O23 Al} 
Cr 一 (91 ,23 A } 
其 中 A 二 (a;,),A 和 ;一 Cai; 十 L),L 为 任 一 常数 , 则 有 
(1) Ve 一 Ve +L 
(2) T(G)=T(G,) 
定理 8 设 有 两 个 矩阵 对 策 
(一 1 pe A} 
Cs 一 (人 oil; a4) 
其 中 a 二 0 为 任 一 第 数 。 则 
(1) Ve, =aVs, 
(2) T(G)=T(G;) 
定理 9 设 G={S1,S;; 4) 为 一 矩阵 对 策 , 昌 4 二 一 A7 为 斜 对 称 窍 阵 ( 亦 称 这 种 对 策 
为 对 称 对 策 )。 则 
(1) we 一 0; 
(2) TI(G) 二 Ts(G), 其 中 Tj(G) 和 TT,(G) 分 别 为 局 中 人 I 工 和 本 的 最 优 策略 集 。 
定理 7 一 定理 9 的 证 明 留 给 读者 去 完成 。 在 给 出 定理 10 之 前 , 先 给 出 矩阵 对 策 优 超 
纯 策 略 的 定义 。 
定义 5 设 有 和 窍 阵 对 策 G= 二 {591,S:; A}), 其 中 Si 二 {oy ,am) ,Sz 二 {Bi,*…,pB,})， 
4 一 (ai ) ,如果 对 一 切 二 1,…,n 都 有 ar; 宇 ar;，, 即 和 矩阵 A 的 第 2 行 元 系 均 不 小 于 第 
行 的 对 应 元 素 , 则 称 局 中 全 的 纯 生 上 略 ar 优 超 于 aw ; 同样 ,大 对 一 切 i 二 1,…,m, 都 有 
ain" 硅 an 即 矩 阵 4 的 第 1 列 元 系 均 不 小 于 第 7 列 的 对 应 元 系 , 则 称 局 中 全 的 纯 寅 上 略 
Bn 优 超 于 po 。 
定理 10 设 G==1S1,Ss; A) 为 矩阵 对 寅 ,其 中 S = {a Fv 
A 一 (a;;)。 如 果 纯 策略 ww 被 其 余 纯 策略 ws ,… ,a 中 之 一 所 优 超 ,由 G 可 得 到 一 个 新 的 矩 
阵 对 策 
G 一 {SI ,2 A') 
其 中 
9 — {0 yu yl ) 
Ed 


1 2 3— yn 
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(1) Ve 一 Vec; 
(2) G 中 局 中 人 本 的 最 优 策略 就 是 其 在 G 中 的 最 优 策略 ; 
(3) 若 (z ,… ,zw )' 是 G 中 局 中 人 I 的 最 优 策略 , 则 xz* = 二 (0,zx2? ,… ,zw )' 便 是 其 
在 G 中 的 最 优生 上 略 。 
证 明 ”不妨 设 a, 优 超 于 w , 即 
az Qi， 7 一 1 ,nn (11-20) 
国 二 ”一 《0 入 二 0 505 好 是 GG 的 蟹 ; 由 定理 3s 有 


pe Ve (11-21) 
了 一 1 i 二 2 
一 a 7 三 1",n 
因 a; 优 超 于 ca ,由 式 (11-20) 有 
Da < Sad < Ve EL 
站 = 


合并 式 (11-21) 和 式 (11-22) ,得 


理 ri 
, 其 er eT | 天 | 
i < Ve < | 十 夺 到 和 
= i 二 2 


Th 
FE{iry J Ve E(x ,7) 
i 二 J] yn 7 二] ,nn 
由 年 理 4,(z ,vy*) 是 GG 的 解 , 其 中 * 一 (0x2 oT )', 且 Ve 二 Vo。 
推论 ”在 定理 10 中 , 奉 a 不 是 为 纯 策 略 as;,… ,a 中 之 一 所 优 超 , 而 是 为 wa ,，…… an 
的 菏 个 是 线性 组 合 所 优 超 , 定 理 的 结论 仍然 成 立 。 
定理 10 实际 给 出 了 一 个 化 简 局 得 算 阵 4 的 原则 , 称 之 为 优 超 原 则 。 根 据 这 个 原则 ， 
当局 中 人 工 的 菏 纯 策略 a; 被 其 他 纯 策 略 或 纯 策 略 的 凸 线性 组 合 所 优 超时 ,可 在 矩阵 4 中 
划 去 第 i 行 而 得 到 一 个 与 原 对 策 G 等 价 但 万 得 矩阵 阶 数 较 小 的 对 策 G ,而 G 的 求解 往往 
比 G 的 求解 容易 些 ,通过 求解 G 而 得 到 G 的 解 。 类 似 地 ,对 局 中 人 本 来 说 ,可 以 在 赢得 夭 
阵 4 中 划 去 被 其 他 列 或 其 他 列 的 凸 线性 组 合 所 优 超 的 那些 列 。 
下 和 面 ,举例 说 明 优 超 原则 的 应 用 ， 
例 11-11 设 开 得 矩阵 为 4A, 求解 这 个 矩阵 对 策 。 


Bb » | 
7 
FO 曙 到 
4 6 8 7 85 
和 
解 ”由 于 第 4 行 优 超 于 第 1 行 , 第 3 行 优 超 于 第 2 行 ， 故 可 划 去 第 1 行 和 第 2 行 , 得 


到 新 的 慑 得 算 阵 
时 
4 一 |46 8 7 5.5 
lB 


对 于 A ,第 1 列 优 超 于 第 3 列 , 第 2 列 优 超 于 第 4 列 ,1/3X( 第 1 列 ) 十 2/3X( 第 2 列 ) 优 
超 于 第 5 列 , 因 此 去 掉 第 3 列 . 第 4 列 和 第 5 列 , 得 到 
ri 
As—|4 6 
| 


这 时 ,第 1 行 又 优 超 于 第 3 行 , 故 从 A, 中 划 去 第 3 行 , 得 到 


1 
A; 二 | 
4 6 


对 于 AA, , 易 知 无 鞍点 存在 ,应 用 定理 4, 求解 不 等 式 组 (IT) ,不等式 组 (了 [[) 


Txs 二 4 让 [7Yy1 二 3Ys Sv 
wl 4yi 十 6Ys 寺 0 
元 5 十 T4 一 | Yi 十 Ys 二 ] 


-3 ee V1 +» VY2 二 0 


7Ty 十 47y sv 7 十 3 一 也 
区 十 67zy 三 名 区 十 6yzs 三 v 
Ts 十 x4 二 1 L yi yz 一 1 
的 非 负 解 。 求 得 解 为 
i 1 i 2 
一 
VU 二 9 
于 是 , 原 矩 阵 对 策 的 一 个 解 为 
Z 一 (0,0,17/3,2/3,0) 
4 一 (人 (172.172.0,0,0) 
Vce 一 5 


11.3 和 矩阵 对 策 的 解法 


11.3.1 公式 法 、 图 解法 和 万 程 组 法 


1. 2X2 对 策 的 公式 法 
所 谓 2x2 对 策 是 指 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 为 2X2 阶 的 , 即 
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如 果 A 有 鞍点 , 则 很 快 可 求 出 各 局 中 人 的 最 优 纯 策 略 ; 如 果 A 没有 鞍点 , 则 可 证 明 各 局 中 
人 最 优 混合 策略 中 的 x* ,y* 均 大 于 零 。 于 是 ,由 定理 6 可 知 ,为 求 最 优 混合 策略 可 求 下 


Cl111 十 Calz 一 已 
Dhoni LL 
XiT 2 一 ] 
CiyVI 十 Qiz yz 一 忆 
Estee (11-24) 
wT Ol] 


当 和 矩阵 A 不 存在 鞍点 时 ,可 以 证 明 上 面 等 式 组 (I) 和 等 式 组 CI) 一 定 有 严格 非 负 解 z* = 
(x? ,2 ) 和 yy' 一 (yr? ,y2 ), 其 中 


ee U22 U21 
(a1l i ) i (ci -站 ) 
Ull Ul2 


汪 (cr11 Ta ) (ris 二 } 


U2 Ul2 


a (aQ11 cos ) 3 (ei 十 qz ) 


dll 2] 


2 (all 十 io ) 入 (a12 二 a ) 


(Ll=250) 


得 
二] 


(Tl-26) 


yy 
(11-27) 


(11-28) 
V 一 cllc22 以 12C21 

(all 十 Cazz) 一 《Clz 十 az1) 
例 11-12 求解 矩阵 对 策 C= (Si ,S:; 4), 其 中 


1 
4 一 
4 2 


解 ” 易 知 ,4 没有 鞍点 。 由 通 解 式 (11-25) 一 式 (11-29) 计 算得 到 最 优 解 为 * = 
人 Wh ee 

2. 2Xn 或 mX2 对 策 的 图 解法 

这 里 ,介绍 一 种 求 矩 阵 对 策 的 图 解法 ,这 个 方法 用 在 说 得 矩阵 为 2Xn 或 mX2 阶 的 
对 策 上 特别 方便 ,也 可 用 在 3Xn 或 mX3 对 策 上 。 但 对 mr 和 nn 均 大 于 3 的 矩阵 对 策 就 不 
适用 了 。 现 用 一 个 2Xn 对 策 的 例子 来 说 明 这 个 方法 。 

例 11-13 考虑 和 矩阵 对 策 G= 二 {Si1,S;; 4} ,其 中 


t 3 
A= | 
党 旺 时 


91 一 (alyaz 上 |， Sa 一 1( 记 » Pz » bs } 


(11-29) 
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设 局 中 人 工 的 混合 策略 为 (z,1 一 z) ,zxEL0,1]。 过 数 轴 上 坐标 为 0 和 (1,0) 的 两 点 
分 别 作 两 条 垂 线 工 一 工 和 开 一 工 , 垂 线 上 点 的 纵 坐 标 值 分 别 表示 局 中 人 工 采 取 纯 策略 a 
和 az 时 ,局 中 人 开采 取 各 纯 策 略 时 的 赢得 值 。 如 图 11-1 所 示 。 当 局 中 人 工 选择 每 一 策 
略 (Cz,1 一 z) 工 时 ,他 的 最 少 可 能 的 收入 为 由 局 中 人 开 选 择 记 ,2 .8 时 所 确定 的 三 条 直线 
a 
3 lV 
liw 2 


图 11-1 2Xn 对 策 的 图 解法 


在 工人 处 的 纵 坐 标 中 之 最 小 者 ,; 即 如 折线 Bi;BB:B: 所 示 。 所 以 对 局 中 人 工 来 说 ,他 的 
最 优选 择 就 是 确定 xz 使 他 的 收入 尽 可 能 地 多 ,从 图 11-1 可 知 , 按 最 小 最 大 原则 应 选择 
z+ 二 OA, 而 AB 即 为 对 策 值 。 为 求 出 点 x 和 对 策 值 Ve, 可 联 立 过 B 点 的 两 条 线段 8。 和 BB 
所 确定 的 方程 : 
3z 十 5(1 一 z) 一 Vc 
11z 十 2(1 一 z) 一 Ve 
解 得 z 一 3/11,Ve 一 49/11。 所 以 ,局 中 人 工 的 最 优 策略 为 z = 二 (3/11,8/11)'。 此 外 ,从 
图 11-1 还 可 以 看 出 ,局 中 人 了 丁 的 最 优 混 合 策 略 只 由 B 和 Bs 组 成 。 
事实 上 , 若 记 yy’ 二 (yr ,y2 ,yz ) 为 局 中 人 [的 最 优 混合 策略 , 则 由 
Firs* sl)—2X 31147X Bil 62/11 0711— Ys 
Fr ,2)=E(x 3) 一 Ye 
根据 和 定理 6 可 知 , 必 有 王 0,yz 二 0,ys 二 0。 
根据 定理 6, 可 由 


5 十 2 一 49/11 


2 We 


求 得 yz 二 9/11,ys 二 2/11。 所 以 局 中 人 本 的 最 优 混合 策略 为 ”一 (0,9/11,27/11)  。 
例 11-14 用 图 解法 求解 矩阵 对 策 G 一 49 ,S ,4} ,其 中 人 一 (ayas as 9 一 48) ， 
1 
二 一 | 二 省 

四 | 
设 局 中 人 [| 的 混合 策略 为 (y,1 一 y)'， 由 色 | | 可 知 ,了 直线 此 1 C2 03 在 任 一 点 yE [Oy1| 
处 的 纵 坐 标 分 别 是 局 中 人 本 采取 混合 策略 (vy,1 一 y)' 时 的 支付 。 根 据 最 不 利 当 中 选取 最 
有 利 的 原则 ,局 中 人 本 的 最 优选 择 就 是 如 何 确 定 y, 以 使 三 个 纵 坐 标 值 中 的 最 大 值 尽 可 能 
地 小 。 从 图 11-2 可 见 , 应 选择 OA1 硅 y 夺 OA;, 且 对 策 的 值 显然 为 6。 由 方程 

2y 十 7(1 一 y) 二 6 和 11y 十 2(1 一 y) 一 6 

求 得 OA1 二 1/5,OA;s 二 4/9。 故 局 中 人 本 的 最 优 混 合 策略 是 y 一 (y,1 一 y) ,其 中 17/5 毛 
ys 过 4/9 ,而 局 中 人 工 的 最 优 策略 显然 只 能 是 (0,1,0) , 即 取 纯 策 略 a; 。 


I .> 
AA 03 AAA1] 


图 11-2 mrX2 对策 的 图 解法 


例 11-15 求解 赢得 矩阵 4 的 矩阵 对 策 。 


fe 于 
A= 
1 5 5 7 


首先 ,利用 优 超 原则 ,第 2 列 优 超 于 第 3 列 , 故 可 划 去 第 3 列 ,又 因 
(2/3)X( 第 4 列 ) 十 (1/3)Xx( 第 1 列 )==( 第 2 列 ) 
由 优 超 原则 又 可 划 去 A 的 第 2 列 , 转 而 求解 赢得 矩阵 


上 
并 -= 
lL 


的 对 策 G ,从 而 解 得 原 对 策 的 一 个 解 为 


六 一 (3/4,1/4)7 
光一 (5/8,0,0,3/8) 1 
Vc 王 13/4 
苔 用 图 解法 求解 本 例 ,由 图 11-3 可 见 , 局 中 人 工 的 最 优 策略 为 z 一 (3/4,1/4) ， 


共 
记 局 中 人 [| 的 最 优 策略 为 yy = (yr -pe s V3 .Wh ) , 则 有 Ys 二 0, 而 Yy1 V2 -We 可 由 以 
下 联 立 方程 确定 。 


3 二 wT =—1 


[ot 
显然 ,满足 上 面 方程 组 的 解 有 无 穷 多 个 , 故 局 中 人 开 有 无 穷 多 个 最 优 混合 策略 。 


图 11-3 


例 11-15 说 明 , 利 用 优 超 原 则 化 简 赢 得 矩阵 时 ,有 可 能 将 原 矩 阵 对 策 的 解 也 划 去 _- 
些 ,这 种 情况 在 mr 和 nn 均 大 于 3 时 仍然 可 能 发 生 。 
3. 线性 方程 组 方法 


根据 定理 4, 求解 矩阵 对 策 解 (zx* ,y* ) 的 问题 等 价 于 求解 不 等 式 组 式 (11-16) 和 
式 (11-17) ,又 根据 定理 5 和 和 定理 6, 如果 假设 最 优 策略 中 的 x; 和 vy; 均 不 为 零 , 即 可 将 
上 述 两 个 不 等 式 组 的 求解 问题 转化 成 求解 下 面 两 个 方程 组 的 问题 

i vv， 7] 三 1 ,*……,n 


pe 一 


a ==v， 1 二 1, ,Mm 
和 

六， 有 = 
了 


(11-30) 


(11-31) 


例 11-16 求解 矩阵 对 策 一 “ 齐 王 赛马 ”。 
解 已 知 齐 王 的 赢得 矩阵 为 


记 。 1 1 1 1 
1 3 | 1 一 1 1 
1 一 1 3 1 1 1 
站 二 
一 1 1 1 3 1 1 
1 1 一 1 1 3 1 
Ww 开 1 1 一 1 1 3 


易 知 ,4 没有 鞍点 , 即 对 齐 王 和 田鼠 来 说 郡 不 存在 最 优 纯 策略 。 设 齐 王 和 田 尽 的 最 优 
混合 条 略为 
E(t i Se i te y 一 (3y1 ya ，y3 ，y4 9Y5 » Ye 和 
从 和 矩阵 4 的 元 系 来 看 ,每 个 局 中 人 选取 每 个 纯 策 略 的 可 能 性 郡 是 存在 的 , 故 可 事先 
假定 二 0 和 太一 0 一 15565 了 一 1756 本 是 求解 线性 方程 组 
| Sa 
nai qm i 
TT Ta 十 37z3 十 1 一 Ts Te—v 
5 (11-32) 
Ti Ts TT TT Br Tv 
Ei ET ET ET TO 
a a ne = 


和 
| 3 由 十 yt yt wT 由 一 yO—v 
WT eT We eT MW 
J J 十 3y; 下 yi yi Ye CO—v 
ET TT 一 二 LLISS2) 
a i TT WT 
VT yo 一 mT 由 十 3y6 一 习 
一 1 
得 到 


nl d=1at 
一 全， 了 
vu 二 1 
故 齐 王 和 田 忌 的 最 优 混合 策略 为 
”==(1/6,1/6,1/6,1/6;1/6,51/6)” 和 yy* = 二 (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)" 
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对 策 的 值 ( 齐 王 的 期 望 忆 得) 为 Ve 王 1。 这 与 我 们 的 设想 相符 , 即 双 方 都 以 1/6 的 概 
率 选 取 每 个 纯 策 略 ,或 者 说 每 个 纯 策 略 被 选取 的 机 会 应 是 均等 的 , 则 总 的 结局 应 该 是 : 齐 
王 有 5/6 的 机 会 赢 田 鼠 , 赢 得 的 期 望 值 是 1 千金 。 但 是 ,如 果 齐 王 在 每 出 一 匹 马 前 将 自己 
的 选择 告诉 了 对 方 , 这 实际 上 等 于 公开 了 自己 的 策略 ,如 齐 王 选取 出 马 次 序 为 (上 , 中 ， 
下 ), 则 田鼠 根据 谋士 的 建议 便 以 (下 ,上 ,中 ) 对 之 ,结果 田鼠 反而 可 得 千金 。 因 此 ,在 矩阵 
对 策 不 存在 鞍点 时 , 兖 争 的 双方 在 开局 前 均 应 对 自己 的 策略 (实际 上 是 纯 策 略 ) 加 以 保密 ， 
否则 不 保密 的 一 方 是 要 吃亏 的 。 

例 11-17 某 厂 用 三 种 不 同 的 设备 wa ,as .as 加 工 三 种 不 同 的 产品 Bi 、B; 、B; ,已 知 三 种 
设备 分 别 加 工 三 种 产品 时 ,单位 时 间 内 创造 的 价值 由 表 11-4 给 出 。 


表 11-4 
被 加 工 产品 


出 现 负 值 是 由 于 设备 的 消耗 大 于 创造 出 的 价值 。 在 上 述 条 件 下 , 求 出 一 个 合理 的 加 
Li 

解 ” 此 问题 可 看 成 是 一 个 矩阵 对 策 问题 ,并 易 知 没有 鞍点 。 设 采用 设备 al、azs ,as 的 
概率 分 别 为 (zi ,zz ,zx3) ,产品 Bl 、Bs 、Bs 被 接受 加 工 的 概率 分 别 为 (yi,yz ,ys) 。 

为 简化 求解 计算 ,由 定理 7, 转 而 求 赢 得 矩阵 为 


| 一 上 
凡 一 各 一 (2)3xy 一 | 一 3 
U 
的 矩阵 对 策 G ,为 此 , 先 求解 等 式 组 
i 一 可 
一 计 二 下 一 二 
| ee (T1344) 
人 
和 
| Vy1— 4ys 2ys =v 
i We (11-35) 


wi a 一 | 
经 过 实际 计算 ,知道 上 述 等 式 组 不 存在 非 负 解 。 于 是 根据 试 算 , 将 式 (11-34) 中 第 3 式 取 
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为 不 等 式 ,将 式 (11-35) 中 第 1 式 取 为 不 等 式 , 转 而 求解 


下 - 
To — 


We ee 一 也 
8 (11-36) 
2 十 4x3 Uv 
下] 十 .下 十 3 = 下 
和 
yl1 一 4ys 十 2ys Si 
—3y1 二 2y: 


(11-37) 
4y3 一 局 
mr eT =1 


由 定理 6, 式 (11-36) 和 式 (11-37) 的 解 z* 及 y* 中 的 分 量 x 二 0,y; 一 0。 将 此 结 
代 回 上 面 两 组 不 等 式 ,得 到 


故 原 对 策 最 优 解 为 z= 二 (0,0,1)T,y* 一 (2/5,3/5,0)T。 

对 策 值 (单位 时 间 内 创造 价值 的 期 望 值 )Ve 王 v 十 2 一 2。 
11.3.2 线性 规划 万 法 

由 定理 5 已 知 , 任 一 矩阵 对 策 G=={S1,S:; 4)} 的 求解 均等 价 于 一 对 互 为 对 偶 的 线性 
规划 问题 ,而 定理 4 表明 ,对 策 G 的 解 z* 和 等 价 于 下 面 两 个 不 等 式 组 的 解 。 


| 3 i Sw, 7 一 | yn 


CT) Ss = 是 


(T1138) 
lx = 0 z = | "sm 
i a 人 1， "in 
(有 > (411-39) 
Dy; 
yj 之 0， i 
其 中 


v—max min E(x,y)—= min max E(x,y) 


(11-40) 
xzE SI yeES, 3 人 半 帮 和 
如 是 对 有 的 什 Ve。 


定理 11 设 矩 阵 对 策 G 二 1S1,Sz; A} 的 值 为 Ve, 则 


Ve—=max mnFE(x,)—= min maxkE(i,y) 
rE Sr lien pe 


证 明 因 Ve 是 对 宋 的 什 , 故 


Ve=max min E(x,y) = min max E(x,y) 
“ES yES yESs ES 


一 方面 , 任 给 元 全 SI ,有 
min E(x,7) 之 min E(xsYy) 


max min 开 (zy1 丰 一 max min E(xzx,Yy) 


xES* LS zES”yES7 


另 一 方面 , 任 给 和 "YE ws ,有 


E(zr,y)— >》FEGzj)。y 之 min E(xz,j) 
7 二 1<j<n 


故 
min E(xz,y) > min E(x,i) 


yy Ca lj 


max min 开 (zy) 之 max min E(x,)) 


由 式 (11-44) 和 式 (11-46) 得 


Ve 一 max minE (xz,ji) 
下 尼 SS) lj 所 


同 理 可 证 


Ve= min maxFE (i,yYy) 
关 ] 寺 了 和 


下 面 给 出 求解 矩阵 对 策 的 线性 规划 方法 。 
作 变 换 ( 根 据 定理 7 ,不妨 设 v 二 0) 
Tz/v, i=1,* ,mm 
则 不 等 式 组 式 (11-38) 变 为 
本 条 有 ls 于 一 ly*™yn 


(1D 1 


J. 和 
wr := Ds z 一 ] 77 


根据 定理 11,v 一 max min 和 


"#1 jn 
rE 5 


这 样 ,不 等 式 组 (TI) 即 等 价 于 线性 规划 问题 


第 11 章 ”对策 论 基 础 


(l=41) 


C11-42) 


(T1143) 


(11-44) 


(T1445) 


(11-46) 


LELS473 


(11-48) 
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(P) 
Yaijr i ] ， 于 三 = lL ye 


同 理 , 作 变换 


则 不 等 式 组 式 (11-39) 变 为 


Le 7 一 1，……，7? 
其 中 v 一 min max > aiyj ,与 之 等 价 的 线性 规划 问题 是 


. 
max vw 2y ] 
J 
| , 
(D) i 一 | 7 
j 


ny. 


(11-49) 


(11-50) 


和 


CLE 


显然 ,问题 (P) 和 问题 (D) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 , 故 可 利用 单纯 形 或 对 偶 单 纯 形 
方法 求解 。 在 求解 时 ,一 般 先 求 问 题 (D) 的 解 ,因为 这 样 容 易 在 授 代 的 第 一 步 就 找到 第 
一 个 基本 可 行 解 , 而 问题 (P) 的 解 从 问题 (D) 的 最 后 一 个 单纯 形 表 上 即 可 得 到 。 当 求 得 
问题 (P) 和 问题 (D) 的 解 后 ,再 利用 变换 式 (11-47) 和 式 (11-50) 即 可 求 出 原 对 策 问题 的 


解 及 对 条 的 值 。 
例 11-18 利用 线性 规划 方法 求解 必得 矩阵 为 4 的 窍 阵 对 祖 。 
二 


| 放下 再 
wa 


解 ”求解 问题 可 化 成 两 个 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 
mn (rT) 
7 
a es | 
和 二 llzs 宇 1 


|] 9 ee 


(11-53) 
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max (yi 十 yz 十 Vs) 

7 和 1 十 2 十 9y3 友 :1 

2 十 9y; | 

9yi 十 liy<.1 

Vy rs 宇 0 
利用 单纯 形 方法 求解 问题 (D) ,和 迭代 过 程 如 表 11-5 所 示 。 
表 11-5 


5 本 .天王 到 医 汪 想到 本 区 医 汉 本 - 


(Cll=a4) 


I EE 
| | | 0 | oo | 1 | oT 


] 0 | 0 | 1 
mo | | WH 1 | | 
ww | 7 | 0 | [9] | -2 0 | 1 | -2/9 
本 
| 
EE EE EO EE 01 EC EE 
| 1 one 0 | 0 
大 
 » | 0 | 1 | 0 | 22/80| 4/80 | —18/80 
lz 1 | 0 | 0 |=-998o 22/80| 81/80 


从 表 11-5 中 可 得 到 问题 CD) 的 解 为 


| 


| 


| 


一 16/80 
由 表 11-5 中 最 后 一 个 单纯 形 表 可 得 问题 (P) 的 解 为 
广 《48SO .B/S0,.4/807 一 (1720 1771017203) 7 


二]6/80 
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至 此 ,我 们 介绍 一些 求 解 箱 阵 对 策 的 方法 。 在 求解 一 个 矩阵 对 策 时 ,应 首先 判断 其 
是 否 具 有 鞍点 , 当 吉 点 不 存在 时 ,利用 优 超 原则 和 定理 7、 定 理 8 等 提供 的 方法 将 原 对 寅 
的 最 得 矩阵 尽量 地 化 向, 然后 再 利用 本 世人 介绍 的 各 种 方法 去 求解 。 
在 本 市 介 绍 的 各 类 求解 的 方法 中 ,线性 规划 方法 是 具有 一 般 性 的 , 男 外 还 有 两 种 具有 
一 般 性 的 解法 : 求全 部 解 的 矩阵 法 和 至 少 保证 求 出 一 个 解 的 微分 方程 法 。 限 于 篇 帆 , 这 
里 就 不 作 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 参考 资料 [1 |]。 


习题 


11.1 甲乙 两 个 儿童 玩 游戏 ,双方 可 分 别 出 拳 头 ( 代 表 石 头 ) .手掌 (代表 布 ) 两 个 手 
指 ( 代 表 剪 刀 ) ,规则 是 : 剪刀 赢 布 , 布 赢 石 头 , 石 头 赢 剪刀 , 赢 者 得 一 分 。 若 双方 所 出 相同 
算 和 局 , 均 不 得 分 。 试 列 出 儿童 甲 的 赢得 矩阵 。 

11.2 “二 指 葛 拉 问 题 ?。 甲 、 乙 二 人 游戏 ,每 人 出 一 个 或 两 个 手指 ,同时 又 把 猜测 对 
方 所 出 的 指数 叫 出 来 。 如 果 只 有 一 个 人 猜测 正确 , 则 他 所 赢得 的 数目 为 二 人 所 出 指数 之 
和 ,和 否则 重新 开始 , 写 出 该 对 策 中 各 局 中 人 的 策略 集合 及 甲 的 赢得 矩阵 ,并 回答 局 中 人 是 
否 存在 某 种 出 法 比 其 他 出 法 更 为 有 利 。 

11.3 求解 下 列 矩 阵 对 策 , 其 中 赢得 和 矩阵 4 分别 为 


一 2 12 一 4 本 
(D)| 1 4 8 (2)|3 4 4 
-5 2 2 1 6) 
/9 3 180 
- | | 
6 5 4 6 7 
上 上 于 
4 (4)|2 4 3 3 8 
|I3 5 4 4 
| -| 
芝 注 ' 下 后 
办 


11.4 证 明 本 章 11. 2. 1 小 节 中 的 性 质 1 和 性 质 
11.5 甲乙 两 个 企业 生产 同一 poi NN 改革 管理 获取 更 多 的 


市 场 销售 份额 。 
四 企业 的 策略 措施 有 : 山 降低 产品 价格 ; (3 提高 产品 质量 ,延长 保修 年 限 ; (3 推出 
新 产品 。 


乙 企业 考虑 的 措施 有 : 由 增加 广告 费用 ; ( 增设 维修 网 点 ,扩大 维修 服务 ; 3 改进 
产品 性 能 。 
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假定 市 场 份额 一 定 , 由 于 各 日 来 取 的 策略 措施 不 同 , 通 过 预测 ,今后 两 个 企业 的 市 场 
占有 份额 变动 情况 如 表 11-6 所 示 ( 正 值 为 甲 企 业 增 加 的 市 场 占 有 份额 , 负 值 为 减少 的 市 
场 占 有 份额 )。 试 通过 对 策 分 析 ,确定 两 个 企业 各 上 自 的 最 优 策略 。 


表 11-6 
乙 企 业 策 略 
甲 企业 策略 
: 
1 —] 3 
2 10 一 5 
3 8 5 


11.6 证 明 本 章 中 的 定理 2。 

11.7 证 明 本 章 中 的 定理 4。 

11.8 证 明 本 章 中 的 定理 7 一 定理 9。 

11.9 设 G 为 2x2 对 策 , 且 不 存在 逻 点 。 证 明基 x* 二 (x? ,zx2?)' 和 yy* 二 
(Cy? ;y2 )' 是 G 的 解 , 则 


11.10” 证 明 ; 矩阵 对 策 


的 鞍点 不 存在 的 充 要 条 件 是 有 一 条 对 角 线 的 每 一 个 元 素 均 大 于 另 一 对 角 线 上 的 每 
FF 

11.11” 推导 2X2 对 策 的 求解 式 (11-25) 一 式 (11-29) ,并 由 习题 11. 10 的 结果 证 
明 习 题 11. 9 。 

11.12 设 mXm 对 策 的 矩阵 为 


Uml Cm2 “”" Cmm 
其 中 当 1 天 7 时 ,ai 一 1, 当 一) 时 ,au 一 一 1 ,证 明 此 对 案 的 最 优 策 略为 
zy —(m lm 
0 


Ys 


7 


© 


g 忽 ， 运 乞 学 (第 4 版 ) 本 科 版 
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11.13 利用 优 超 原则 求解 下 列 矩 阵 对 策 。 


3 
1 
,| 
—1 4 0 1 / 
(1) A= (2) 4 一 |7 3 9 5 9 
- 
: LE 
11 
省 小 
11.14 利用 图 解法 求解 下 列 和 矩阵 对 策 , 其 中 和 矩阵 4 分 别 为 
2 4 
/ 5 7 一 6 
- 
(1) (2) |—6 0 4 
和 : 
| 
一 2 6 
| 4 2 3 —l 1 间谍 
(3) (4) 
—4 0 一 2 一 2 村 


11.15 已 知 和 矩阵 对 策 
4 0 0 
二 | 太 让 量 
0 6 0 
的 解 为 x ”= 一 《6/13,3/1354/139)7 sy 二 《6/13s4/1353/13)"'s 对 策 值 为 24/13， 求 下 列 旱 
阵 对 苹 的 解 , 其 局 得 矩阵 4 分 别 为 


6 2 —2 一 2 2 32 20 20 
| 志 (2) | 6 一 2 —2 (3 |20 2%0 ‘a4 
这 对 —2 4 —2 20 38 20 
11.16 用 线性 规划 方法 求解 下 列 和 矩阵 对 苹 , 其 中 A 为 
8 2 4 2 0 2 
(1) |2 6 6 (2) |0 3 1 
6 44 和 和 
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12.1 决策 的 分 类 


从 不 同 的 角度 出 发 可 得 不 同 的 决策 分 类 ， 
1. 按 性 质 的 重要 性 分 类 
可 将 决策 分 为 战略 决策 、 训 上 略 决策 和 执行 决策 ,或 叫 战 略 计 划 .管理 控制 和 运行 控制 。 
战略 决策 是 涉及 某 组 织 发 展 和 生存 有 关 的 全 局 性 ,长 远 问 题 的 决 案 , 如 厂址 的 选择 、 
新 产品 开发 方向 .新 市 场 的 开发 .原料 供应 地 的 选择 等 。 
苹 略 决策 是 为 完成 战略 决 寅 所 规定 的 目的 而 进行 的 决策 ,如 对 一 个 企业 产品 规格 的 
选择 .工艺 方案 和 设备 的 选择 .厂区 和 车 间 内 工艺 路 线 的 布置 等 。 
执行 决策 是 根据 策略 决 生 的 要 求 对 执行 行为 方案 的 选择 ,如 生产 中 产品 合格 标准 的 
选择 .日 常生 产 调度 的 诀 策 等 。 
2. 按 决 策 的 结构 分 类 
分 为 程序 决策 和 非 程序 决 寅 。 
程序 决策 是 一 种 有 章 可 循 的 决策 ,一 般 是 可 重复 的 。 
非 程序 决策 一 般 是 无 章 可 循 的 决策 ,只 能 凭 经 验 直 觉 做 出 应 变 的 决策 , 一般 是 一 
次 性 的 。 
由 于 决策 的 结构 不 同 , 解 决 问 题 的 方式 也 不 同 , 现 归纳 于 表 12-1， 
表 12-1 
解决 问题 的 方式 非 程序 决策 
传统 方式 习惯 ,标准 规程 直观 判断 ,创造 性 观察 ,选拔 人 才 
现代 方式 运筹 学 ,管理 信息 系统 培训 决策 者 ,人 工 智能 ,专家 系统 


3. 按 定量 和 定性 分 类 

分 为 定量 决策 和 定性 决策 ,描述 决策 对 象 的 指标 都 可 以 量化 时 可 用 定量 决策 ,否则 只 
能 用 定性 决策 。 总 的 发 展 趋势 是 尽 可 能 地 把 决策 问题 量化 。 

4. 按 决策 环境 分 类 

可 将 决策 问题 分 为 确定 型 的 .风险 型 的 和 不 确定 型 的 三 种 。 确 定型 的 决策 是 指 决 策 
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环境 是 完全 确定 的 ， 作出 的 选择 的 结果 也 是 确定 的 。 风 险 型 的 决策 是 指 决 策 的 环境 不 是 
完全 确定 的 ,而 其 发 生 的 概率 是 已 知 的 。 不 确定 型 的 决策 是 指 决 策 者 对 将 发 生 结果 的 概 
了 一 无 所 知 , 只 能 凭 决策 者 的 主观 倾 回 进 行 决 寅 。 

5. 按 决 策 过 程 的 连续 性 分 类 

可 分 为 单项 决策 和 序 贯 决 策 。 单 项 决策 是 指 整 个 决策 过 程 只 作 一 次 决策 就 得 到 绪 
果 , 序 贯 决策 是 指 整个 决策 过 程 由 一 系列 决策 组 成 ,一 般 讲 管理 活动 是 由 一 系列 决策 组 成 
的 ,但 在 这 一 系列 决策 中 往往 有 几 个 关键 环节 要 作 决 策 , 可 以 把 这 些 关键 的 决策 分 别 看 做 
单项 决策 。 


12.2 决策 过 程 


构造 人 们 决策 行为 的 模型 主要 有 两 种 方法 : 一 种 是 面向 决策 结果 的 方法 ; 另 一 种 是 
面 癌 决策 过 程 的 方法 。 

和 藻 诀 策 者 能 正确 地 预见 到 决策 结果 ,其 核心 是 决策 的 结 
果 和 正确 的 预测 。: 通常 的 单 目 标 决策 和 多 目标 决策 是 属于 这 文 种 类 型 的 。 

面 癌 决策 过 程 的 方法 认为 : 大 决策 者 了 解 了 诀 策 过 程 ,掌握 了 过 程 和 能 控制 过 程 ,他 
就 能 正确 地 预见 决策 的 结果 。 对 于 面 问 决策 结果 的 方法 的 程序 比较 简单 , 见 图 12-1。 


由 图 12-1 可 知 ,任何 决策 都 有 一 个 过 程 和 程序 , 绝 非 决策 者 灵机 一 动 拍板 就 行 。 面 
问 决 策 过 程 的 方法 一 般 包 括 预 决策 一 决策 一 决策 后 三 个 互相 依赖 的 阶段 。 

预 决策 阶段 是 指 当 要 决策 的 问题 摆 在 决策 者 面前 时 ,决策 者 和 erated 
案 , 并 意识 到 没有 理想 方案 时 ,就 会 产生 了 矛盾。 他 开始 企图 寻找 减少 予 盾 的 方案 , 沿 着 这 
企图 扩大 线索 时 ,就 需要 收集 信息 。 收 集 信息 时 开始 时 比较 客观 ,无 倾向 性 ,以 后 逐渐 变 
得 主观 和 有 倾向 了 。 当 预 决 策 进 行 得 较 顺利 ,可 以 进行 局 部 决策 ，。 

决策 阶段 可 分 为 分 部 决策 和 最 终 决 策 两 个 阶段 。 分 部 决策 包括 对 诀 策 处 境 作 方向 性 
的 调整 ,如 排除 劣 解 ,重新 考虑 已 放弃 的 方案 ,增加 和 去 掉 一 些 评价 准则 。 在 合并 一 些 方 
案 后 ,减少 了 变量 数 和 方案 数 , 决 策 者 按 主观 倾向 重新 估价 各 方案 ,并 保留 倾 癌 的 少数 方 
案 , 以 便 进行 最 终 决 策 。 

决 宋 后 阶段 , 当 进 行 了 最 终 决 策 , 这 时 主要 考虑 的 问题 是 决策 后 看 法 不 一 臻 。 这 时 决 
策 者 倾 癌 于 解释 和 强调 已 选 方案 的 优点 ,并 寻找 更 多 的 信息 来 证 明 已 选 方案 的 优点 和 正 
确 性 。 应 元 服 只 愿 听取 相同 意见 不 愿 听取 不 同意 见 的 现象 。 决 策 后 阶 颇 要 对 决 生 实 施 
进行 了 了解, 这 是 十 分 重要 的 ,决策 实施 是 决 寅 的 继续 ,决策 后 阶段 往往 也 是 下 次 决策 的 预 
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决策 阶段 。 

任何 决策 问题 都 由 以 下 要 素 构 成 决策 模型 : 

(1) 决策 者 ,他 的 任务 是 进行 决策 。 决 策 者 可 以 是 个 人 委员会 或 某 个 组 织 。 一 般 指 
领导 者 或 领导 集体 。 

(2) 可 供 选 择 的 方案 ( 蔡 代 方案 ) .行动 或 策略 。 参 诬 人 员 的 任务 是 为 决策 者 提供 各 
种 可 行 方案 。 这 里 包括 了 解 研 究 对 象 的 属性 ,确定 目的 和 目标 。 

属性 是 指 研究 对 象 的 特性 ,它们 是 客观 存在 的 ,是 可 以 客观 量度 的 ,并 由 决策 者 主观 
选 定 的 ,如 选拔 飞行 员 时 , 按 身 高 、 年 龄 、 健 康 状 况 等 数值 来 表明 其 属性 。 

目的 是 表明 选择 属性 的 方向 ,如 要 优秀 还 是 良好 ,反映 了 决策 者 的 要 求 和 愿望 。 

目标 是 给 出 了 参数 值 的 目的 ,如 目的 是 选择 一 种 省 油 的 汽车 时 ,那么 以 每 公升 能 行驶 
60 千 米 为 目标 。 

(3) 准则 是 衡量 选择 方案 ,包括 目的 目标、 属性、 正确 性 的 标准 ,在 决策 时 有 单一 准 
则 和 多 准则 。 

(4) 事件 是 指 不 为 决策 者 所 控制 的 客观 存在 的 将 发 生 的 状态 。 

(5) 每 一 事件 的 发 生 将 会 产生 某 种 结果 ,如 获得 收益 或 损失 ， 

(6) 决策 者 的 价值 观 , 如 决策 者 对 货币 额 或 不 同 风险 程度 的 主观 价值 观念 。 

确定 型 的 决策 是 指 不 包含 随机 因素 的 决策 问题 ,每 个 决策 都 会 得 到 一 个 唯一 的 事先 
可 知 的 结果 。 从 决策 论 的 观点 来 看 ,前 几 章 讨论 的 规划 论 等 都 是 确定 型 的 决策 问题 。 本 
章 讨论 的 决策 问题 都 是 具有 不 确定 因素 和 有 风险 的 决策 。 


12.3 不 确定 型 的 决策 


所 谓 不 确定 型 的 决策 是 指 决 策 者 对 环境 情况 一 无 所 知 。 这 时 决策 者 是 根据 上 自己 的 主 
观 倾 回 进行 决策 ,由 决策 者 的 主观 态度 不 同 基本 可 分 为 四 种 准则 ; 悲观 主义 决策 准则 、 乐 
观 主 义 决 策 准 则 .等 可 能 性 准则 、 最 小 机 会 损失 诀 策 准则 。 以 下 用 例子 分 别 说 明之 。 

例 12-1 设 某 工厂 是 按 批 生 产 某 产品 并 按 批 销售 ,每 件 产 品 的 成 本 为 30 元 ,批发 价 
格 为 每 件 35 元 。 硅 每 月 生产 的 产品 当月 销售 不 完 , 则 每 件 损失 1 元 。 工 厂 每 投产 一 批 是 
10 件 ,最 大 月 生产 能 力 是 40 件 , 决 策 者 可 选择 的 生产 方案 为 0 件 、10 件 ,20 件 、30 件 、40 
件 五 种 。 假 设 决策 者 对 其 产品 的 需求 情况 一 无 所 知 , 试 问 这 时 决策 者 应 如 何 决 策 ? 

这 个 问题 可 用 决策 矩阵 来 描述 。 决 策 者 可 选 的 行动 方案 有 五 种 ,这 是 他 的 策略 集合 ， 
记 作 {1S ,i 二 1,2,…,，5。 经 分 析 他 可 断定 将 发 生 五 种 销售 情况 : 即 销量 为 0 件 .10 件 .20 
件 .30 件 、40 件 , 但 不 知 它们 发 生 的 概率 。 这 就 是 事件 集合 , 记 作 {FE;} ,7 一 1,2,… ,5。 每 
个 “策略 一 事件 ?对 都 可 以 计算 出 相应 的 收益 值 或 损失 值 。 如 当选 择 月 产量 为 20 件 时 ,而 
销 出 量 为 10 件 , 这 时 收益 和 额 为 

10X(35 一 30) 一 1X(C20 一 10) 一 40( 元 ) 
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可 以 一 一 计算 出 各 “策略 一 事件 ”对 应 的 收益 值 或 损失 值 , 记 作 wa 。 将 这 些 数 据 汇 总 在 拢 
阵 中 , 见 表 12-2。 


表 12-2 
S, 

40 

0 0 

策 10 50 
20 100 

略 30 150 
40 200 


这 就 是 决策 矩阵 。 根 据 决 策 矩 阵 中 元 系 了 所 示 的 含义 不 同 , 可 称 为 收益 和 矩阵、 损失 算 
阵 、 风险 和 矩阵、 后悔 值 矩阵 等 。 

下 面 讨 论 决 策 者 是 如 何 应 用 决策 准则 进行 决策 的 。 
12.3.1 悲观 主义 (max min) 决 策 准 则 

悲观 主义 决策 准则 亦 称 保守 主义 决策 准则 。 当 决策 者 面临 着 各 事件 的 发 生 概 率 不 清 
时 ,决策 者 考虑 可 能 由 于 决策 错误 而 造成 重大 经 济 损失 。 由 于 自己 的 经 济 实力 比较 脆弱 ， 
他 在 处 理 问题 时 就 较 间 慎 。 他 分 析 各 种 最 坏 的 可 能 结果 ,从 中 选择 最 好 者 ,以 它 对 应 的 策 
略为 决策 策略 ,用 符号 表示 为 max min 决策 准则 。 在 收益 矩阵 中 先 从 各 生 略 所 对 应 的 可 
能 发 生 的 “策略 一 事件 ”对 的 结果 中 选 出 最 小 值 , 将 它们 列 于 表 的 最 右 列 。 再 从 此 列 的 数 
值 中 选 出 最 大 者 ,以 它 对 应 的 策略 为 决策 者 应 选 的 决策 策略 。 计 算 见 表 12-3。 


表 12-3 


根据 max min 决策 准则 有 
max (0,—10,—20,—30, 一 40) 二 0 
它 对 应 的 策略 为 S1, 即 为 决策 者 应 选 的 策略 。 在 这 里 是 “什么 也 不 生产 ”, 这 结论 似乎 殉 
小 ,但 在 实际 中 表示 先 看 一 看 ,以 后 再 作 决 定 。 上 述 计 算 用 公式 表示 为 


Se max min Car) 
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12.3.2 乐观 主义 (max max) 决 策 准 则 

持 乐观 主义 (max max) 决 策 准 则 的 决策 者 对 待 风险 的 态度 与 悲观 主义 者 不 同 , 当 他 
面临 情况 不 明 的 策略 问题 时 ,他 绝 不 放弃 任何 一 个 可 获得 最 好 结果 的 机 会 ,以 争取 好 中 之 
好 的 乐观 态度 来 选择 他 的 决策 策略 。 决 策 者 在 分 析 收 益 和 矩阵 各 策略 的 “策略 一 事件 ”对 的 
结果 中 选 出 最 大 者 , 记 在 表 的 最 右 列 。 再 从 该 列 数值 中 选择 最 大 者 ,以 它 对 应 的 策略 为 决 
策 策略 , 见 表 12-4。 


表 12-4 
Si max 
0 0 
策 10 50 
20 100 
略 30 150 
40 200=<—max 


根据 max max 决策 准则 有 
max (0,50,100,150,200)=200 
它 对 应 的 策略 为 S; 。 用 公式 表示 为 


Op INAXx max(a,; ) 
J 
t 了 


12.3.3 等 可 能 性 (Laplace) 准则 
等 可 能 性 (Laplace) 准 则 是 19 世纪 数学 家 Laplace 提出 的 。 他 认为 : 当 一 个 人 面临 
着 某 事件 集合 ,在 没有 什么 确切 理由 来 说 明 这 一 事件 比 那 一 事件 有 更 多 发 生机 会 时 ,只 能 
认为 各 事件 发 生 的 机 会 是 均等 的 。 即 每 一 事件 发 生 的 概率 都 是 1/ 事 件数 。 决 策 者 计算 
各 策略 的 收益 期 望 值 ,然后 在 所 有 这 些 期 望 值 中 选择 最 大 者 ,以 它 对 应 的 策略 为 决策 策 
略 , 见 表 12-5。 然 后 按 下 式 决 定 决 策 策 略 。 
Ss "maxlE(S)) 


本科 上 


在 本 例 中 PP 一 三 ,期 望 值 


FEF(S;)= pa 
max {E(S.)}—~max (0,38,64,78,80) 一 80 
它 对 应 的 策略 S; 为 决策 策略 。 
12.3.4 最 小 机 会 损失 决策 准则 
最 小 机 会 损失 决策 准则 亦 称 最 小 遗憾 值 决 策 准 则 或 Savage 决策 准则 。 首 先 将 收益 

窍 阵 中 各 元 紊 变换 为 每 一 “策略 一 事件 ”对 的 机 会 损失 值 (遗憾 值 ,后 悔 值 )。 其 含义 是 : 
当 某 一 事件 发 生 后 ,由 于 决策 者 没有 选用 收益 最 大 的 策略 ,而 形成 的 损失 值 。 和 在 发 生 & 事 

ik INax (ik ) 
这 时 各 策略 的 机 会 损失 值 为 

aik = {max (ai 一 Ci 7 一 1，……，5 


计算 结果 见 表 12-6。 


表 12-6 

| 事件 已 
已 ; 17a 
200 
策 150 
100 
略 50 

140<—min 


从 所 有 最 大 机 会 损失 值 中 选取 最 小 者 , 它 对 应 的 策略 为 决策 策略 。 用 公式 表示 为 
Se ”min max i 
本 例 的 决策 策略 为 
min (200,150,100,50,40) 二 40— 5S; 


在 分 析 产 品 废品 率 时 ,应 用 本 决策 准则 就 比较 方便 。 
12.3.5 折 中 主义 准则 


当 用 min max 决策 准则 或 max max 决策 准则 来 人 处理 问题 时 ,有 的 决策 者 认为 这 样 
太极 端 了 。 于 是 提出 把 这 两 种 决策 准则 给 予 综合 , 令 a 为 乐观 系数 , 且 0 和 a 硅 1。 并 用 以 
下 关系 式 表 示 
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Taare Tae 
a; ，ai, 分别 表示 第 i 个 环 略 可 能 得 到 的 最 大 收益 值 与 最 小 收益 值 。 设 a 二 1/3, 将 计算 
得 的 互 ; 值 记 在 表 12-7 的 右 端 。 


表 12-7 
与， H. 
U () 
策 10 10 
20 20 
略 30 30 
40 40<—max 
然后 选择 
Se 一 Ia {Hi 
本 例 的 决策 策略 为 


max (0y,10,20,30,40) 一 40 一 5 
在 不 确定 型 的 决策 中 是 因 人 、 因 地 、 因 时 选择 决策 准则 的 ,但 在 实际 中 当 决 策 者 面临 
不 确定 型 的 决策 问题 时 ,他 首先 是 获取 有 关 各 事件 发 生 的 信息 ,使 不 确定 型 的 决策 问题 转 
化 为 风险 决策 ,风险 决策 将 是 讨论 的 重点 。 


12.4 风险 决策 


风险 决策 是 指 决策 者 对 客观 情况 不 其 了 解 ,但 对 将 发 生 各 事件 的 概率 是 已 知 的 。 
决策 者 往往 通过 调查 ,根据 过 去 的 经 验 或 主观 估计 等 途径 获得 这 些 概 率 。 在 风险 决策 
中 一 般 采 用 期 望 值 作为 决策 准则 ,常用 的 有 最 大 期 望 收益 决策 准则 和 最 小 机 会 损失 决策 
准则 。 
12.4.1 最 大 期 望 收益 决策 准则 (expected monetary value,EMYV) 

决策 矩阵 的 各 元 素 代 表 “ 策 略 一 事件 ”对 的 收益 值 , 各 事件 发 生 的 概率 为 p;。 先 计算 
各 策略 的 期 望 收益 值 

交 ro | an 
然后 从 这 些 期 望 收益 值 中 选取 最 大 者 , 它 对 应 的 策略 为 决策 应 选 策 略 。 即 
max 2 一 > Op 

以 例 12-1 的 数据 进行 计算 , 见 表 12-8。 
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EMYV 


这 时 


TI 其 (0 ,1,760,844 80) 二 84—5, 

即 选 择 且 上 略 54 二 30。 

EMYV 决策 准则 适用 于 一 次 决策 多 次 重复 进行 生产 的 情况 ,所 以 它 是 平均 意义 下 的 
最 大 收益 。 
12.4.2 最 小 机 会 损失 决策 准则 (expected opportunity loss,EOL) 

矩阵 的 各 元 条 代表 “策略 一 事件 ”对 的 机 会 损失 值 ,各 事件 发 生 的 概率 为 p;, 先 计算 
各 和 宋 略 的 期 望 损失 值 。 

po * tO 二 | ,2 ,nn 
然后 从 这 些 期 望 损 失 值 中 选取 最 小 者 , 它 对 应 的 策略 应 是 决策 者 所 选 策 略 。 即 
min | g ) -ys 

表 上 运算 与 上 述 相 似 。 
12.4.3 EMY 与 EOL 决策 准则 的 关系 

从 本 质 上 讲 EMYV 与 EOL 决策 准则 是 一 样 的 。 

设 a;; 为 决策 矩阵 的 收益 值 。 因 为 当 发 生 的 事件 的 所 需 量 等 于 所 选 策 略 的 生产 量 时 ， 
收益 值 最 大 , 即 在 收益 矩阵 的 对 角 线 上 的 值 都 是 其 所 在 列 中 的 最 大 者 。 于 是 机 会 损失 算 
阵 可 通过 以 下 求 得 , 见 表 12-9。 


eT 


U1l wil Ur Ul? Wn ln 
dl 2l U2 da Unn 2n 
22 a nn nn 


第 12 章 决策 分 析 


第 i 策略 的 机 会 损失 
EOE 一 直人 一 人 于 一 一 
~— panT pos TT TT pa ™— (Pian 十 区 在 证 十 六 Gin 
一 只 一 《人力 ai TT pa TT prain) 
=K—EMYV. 
其 中 ,K 王 pian 十 pzazz 十 … 十 pram 与 i 无关, 而 pran 十 pzaiz 十 十 prain 二 EMYV.,。 
故 当 EMYV 为 最 大 时 ,EOL 便 为 最 小 。 所 以 在 决策 时 用 这 两 个 决策 准则 所 得 结果 是 相 
同 的 。 


12. 4.4 ”全 情报 的 价值 (expected value of perfact information,EVPI1) 


当 决 策 者 耗费 了 一 定 经 费 进行 调研 ,获得 了 各 事件 发 生 概 率 的 信息 ,应 采用 “随机 应 
2 这 时 所 得 的 期 望 收益 称 为 全 情报 的 期 望 收 益 记 作 EPPL。 这 收益 应 当 大 于 
至 少 等 于 最 大 期 望 收益 , 即 EPPL 宇 EMV* 。 则 
EPPL— EMV* =EVPI 
称 为 对 全 情报 的 价值 。 这 就 是 说 明 获 取 情 报 的 费用 不 能 超过 EVPI 值 ,否则 就 没有 增加 
收入 。 
实际 应 用 时 考虑 费用 构成 很 复杂 ,这 里 仅 说 明 全 情报 价值 的 概念 和 其 意义 。 


12.4.5 主观 概率 


风险 决策 时 决策 者 要 估计 各 事件 出 现 的 概率 ,而 许多 决策 问题 的 概率 不 能 通过 随机 

试验 去 确定 ,根本 无 法 进行 重复 试验 。 如 估计 某 企业 倒闭 的 可 能 性 ,只 能 由 决策 者 根据 他 
对 这 事件 的 了 解 去 确定 。 这 样 确定 的 概率 反映 了 决策 者 对 事件 出 现 的 信念 程度 , 称 为 主 
观 概率 。 客 观 概率 论 者 认为 概率 如 同 重 量 .容积 、 人 硬度 等 一 样 ,是 研究 对 象 的 物理 属性 。 
而 主观 概率 论 者 则 认为 概率 是 人 们 对 现象 的 知识 的 现状 的 测度 ,而 不 是 现象 本 身 的 测度 ， 
因此 不 是 研究 对 象 的 物理 属性 。 主 观 概率 论 者 不 是 主观 腾 造 事件 发 生 的 概率 ,而 是 依赖 
于 对 事件 做 周密 的 观察 ,去 获得 事前 信息 。 事 前 信息 僵直 蚜 , 则 确定 的 主观 概率 就 愈 准 
确 。 主 观 概率 论 者 并 不 否认 实践 是 第 一 性 的 观点 。 所 以 主观 概率 是 进行 决策 的 依据 。 确 
定 主观 概率 时 ,一 般 采 用 专家 估计 法 。 

1. 直接 估计 法 

直接 佑 计 法 是 要 求 参 加 佑 计 者 直接 给 出 概率 的 佑 计 方 法 。 

例如 推荐 三 名 大 学 生 考 研究 生 时 ,请 五 位 任课 教师 估计 他 们 谁 得 第 一 的 概率 。 若 各 
任课 教师 作出 如 下 的 估计 , 见 表 12-10。 由 表 12-10 的 末 行 得 到 学 生 1 的 概率 是 0. 47 ,他 
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表 12-10 


dh > 
0.0 0.6 6 0. 1 


nN ty 


归 一 化 后 


2. 间接 估计 法 

参加 估计 者 通过 排队 或 相互 比较 等 间接 途径 给 出 概率 的 估计 方法 。 

例如 估计 五 个 球 队 (A, ,一 1,…,5) 比 赛 谁 得 第 一 的 问题 ,请 十 名 专家 作出 估计 ,每 位 
都 给 出 一 个 优胜 顺序 的 排列 名 单 ,排队 和 名单 汇 总 在 表 12-11 。 


表 12-11 


专家 号 


呈 
Om Cm oo 


ll 
全 


分 别 从 表 12-11 查 得 每 队 被 排 的 名 次 的 次 数 , 如 Ai 所 处 各 名 次 的 意见 为 


q; 次 数 n， 评定 权 数 vw 

] 1 Tw = 0.7 

2 3 za 一 0.8，77 一 0.1，700g 一 0. 7 

2 tw 二 0.7 ,ts—0.9 

4 4 Ts —=0.6,T6 0.8,Ts—0.9,Tn 0.8 
9 0 


然后 计算 加 权 平 均 数 
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1 xX we 2002 十 my 十 zs) 十 3 十 Tos) 十 4Crvs 二 oe 十 Tos 十 too ) 


CE 


2 A 
采用 同样 方法 得 到 
wl AO— {IT 2 (2 8 6 一 和 53 
Td 
这 就 可 以 按 此 加 权 平 均 数 给 出 各 队 的 估计 名 次 , 即 
A 
下 面 再 将 各 队 的 估计 名 次 转换 成 概率 ,这 时 需 假 设 各 队 按 舍 计 名 次 出 现 的 概率 是 等 
可 能 的 。(As 一 1) 表 示 As 的 估计 名 次 为 1, 其 余 类 推 。 那 么 
(A, 一 1) : (A; 一 2) : (4 一 3) : (4 一 4) : (4 一 5) 一 1:1:1:1:1 
因 所 有 事件 发 生 的 概率 和 为 1, 即 
pa = 
于 是 各 队 按 估计 名 次 出 现 的 主观 概率 为 
P(As—1)=1/5; P(A, 一 2) 王 1/5; P(A.—3)=1/5 
P(As—=4)=1/5; P(A—5)=1/5 
当然 决策 者 还 可 根据 了 解 的 情况 , 作 其 他 的 假设 ,这 样 就 能 得 到 另外 的 结果 。 


12.4.6 修正 概率 的 万 法 一 一 贝 叶 斯 公式 的 应 用 


前 面 曾 提 到 决策 者 常常 碰 到 的 问题 是 没有 黎 握 充分 的 信息 ,于 是 决策 者 通过 调查 及 
做 试验 等 途径 去 获得 更 多 的 更 确切 的 信息 ,以 便 掌握 各 事件 发 生 的 概率 ,这 可 以 利用 贝 叶 斯 
公式 来 实现 , 它 体现 了 最 大 限度 的 利用 现 有 信息 ,并 加 以 连续 观察 和 重新 估计 ,其 步骤 为 . 

QD 先 由 过 去 的 经 验 或 专家 估计 获得 将 发 生 事件 的 事前 ( 先 验 ) 概 率 。 

根据 调查 或 试验 计算 得 到 条 件 概率 ,利用 贝 叶 斯 公式 : 

P(B;)P(A | B.;) 
S\PCB)PCOA | B) 
计算 出 各 事件 的 事后 (后 验 ) 概 率 。 

例 12-2 某 销 探 大 队 在 某 地 区 进行 石油 勘探 ,主观 估计 该 地 区 有 油 的 概率 为 
P(O) 二 0.5; 无 油 的 概率 为 P(D) 二 0.5. 为 了 提高 钻探 的 效果 , 先 做 地 震 试 验 。 根 据 积 累 
的 资料 得 和 几 有 油 地 区 做 试验 结果 好 的 概率 为 PCF1O) 二 0.9; 做 试验 结果 不 好 的 概率 
为 PC(U1O) 二 0.1。 凡 无 油 地 区 做 试验 结果 好 的 概率 为 PC(FI1D) 二 0.2; 做 试验 结果 不 好 的 
概率 为 P(U1D) 二 0.8。 问 在 该 地 区 做 试验 后 ,有 油 与 无 油 的 概率 各 是 多 少 ? 

解 ” 先 计算 做 地 震 试验 好 与 不 好 的 概率 。 

做 地 震 试 验 好 的 概率 


1 | 2, 


P(B, | A) = 
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PCF7 一 PCDO) “ PC(FIO FP(D) * P(FID) 
=0.5X0.9+0.5X0.2=0.55 
做 地 震 试 验 不 好 的 概率 
PON—POND* RO TP DY PIDID) 
=0.5X0.8 二 0.5X0.1=0.45 
利用 贝 叶 斯 公式 计算 各 事件 的 事后 (后 验 ) 概 率 。 


做 地 震 试 验 好 的 条 件 下 有 油 的 概率 
PO PUR Wa 
P| = POF) gp.ss i 


做 地 震 试 验 好 的 条 件 下 无 油 的 概率 
a Re ee EID te 
P(DIF)= POF) 0.55 11 
做 地 震 试 验 不 好 的 条 件 下 有 油 的 概率 
PIO= PUIO; 05 1 
MOD Ron 一 en 9g 
做 地 震 试 验 不 好 的 条 件 下 无 油 的 概率 


~、_P(D). PUID) 0.40 8 
P(DIU) = pe “Od a 
以 上 计算 可 在 图 12-2 上 进行 。 
事前 概率 条 件 概率 联合 概率 无 条 件 概率 事后 概率 
有 谢 试 驼 结 未 好 —— P(ONF)=0.45 P(OIFY=N]1 
有 油 | a 0 —P(F)0.55 | 
P(O)=0.5 有 油 试验 结果 不 好 
(O) oe ——P(ON U)=0.05 PCDIP=2/711 


无 油 试验 结果 好 


P(OIU)=1/9 
— PDNF)0.10 — Pp( oo 
无 油 | RFID)02 PUDILD=8/9 
P(D)=0.5 无 油 试验 结果 不 好 ___ P(DN U)=0.40 

P(UID)=0.8 


图 12-2 


例 12-3 某 厂 生产 电子 元 件 , 每 批 的 次 品 率 的 概率 分 布 见 表 12-12。 该 厂 不 进 


行 
100% 的 检验 , 现 抽样 20 件 , 次 品 为 1 件 , 试 修订 事前 概率 。 


表 12-12 
次 品 率 证 0. 20 
事前 概率 P,(p) 0. 05 


解 ” 为 了 便于 计算 ,将 表 12-12 的 数据 填 人 表 12-13 的 (1)、(2) 列 中 。 
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表 12-13 
(1) 次 品 率 (2) 事前 概率 (3) 条 件 概率 (4) 联合 概率 (5) 事 后 概率 
p Po(p) P(xz=1|20, p) P(x=1[|») P(p|z=1) 
0.02 yy 0.109 00 0.390 30 
0. 05 0. 113 19 0. 405 31 
0. 10 | 了 0.040 52 0Q.145 09 
0. 15 0. 1 0. 13 0.013 68 0.048 99 
0. 20 = -Ws 0. 002 88 0Q.010 31 


(3) 列 的 数字 表示 在 次 品 率 为 PP 的 母体 中 抽 20 个 检验 ,有 1 个 次 品 的 概率 ,这 概率 
可 用 以 下 计算 得 到 。 因 产品 抽样 检验 的 次 品 率 是 服从 二 项 分 布 的 ,可 得 到 


nl 可 本 机 一 郊 
TI 【天 一 元 La 4 


P(xlnsp)= 

可 用 MS. Excel 计算 或 查 表 得 到 
pz—=1|20;0.02)—=0. 2725 
p(x= LE 0.05) 一 0.377 4 


(4) 列 的 数字 是 按 (4) 二 (2) xX (3) 求 得 的 。 然后 求 
Pile=lp= SPomal Tm mo 


wl (4) 
i 2 ' | a < 
事后 概率 按 (5) 二 0_ 279 0270 557 求 得 。 


由 以 上 两 例 可 见 , 求 修正 概率 时 ,可 用 树 形 图 或 表格 计算 。 
12.5 效用 理论 在 决策 中 的 应 用 


12.5.1 效用 及 效用 曲线 


效用 概念 首先 是 由 贝 努 里 (D. Berneulli) 提出 的 ,他 认为 人 们 对 其 钱财 的 真实 价值 的 
考虑 与 他 的 钱财 拥有 量 之 间 有 对 数 关 系 。 如 图 12-3 所 示 , 这 
就 是 贝 努 里 的 货币 效用 函数 。 经 济 管理 学 家 将 效用 作为 指标 ， 
用 它 来 衡量 人 们 对 某 些 事 物 的 主观 价值 态度、 偏爱 .倾向 等 。 
例如 在 风险 情况 下 进行 决策 ,决策 者 对 风险 的 态度 是 不 同 的 。 
用 效用 指标 来 量化 决策 者 对 待 风险 的 态度 ,可 以 给 每 个 决策 者 
测定 他 对 竺 风险 的 态度 的 效用 曲线 (函数 )。 效 用 值 是 一 个 相 0 
对 的 指标 值 , 一 般 可 规定 : 几 对 决策 者 最 爱好 、 最 倾向 、 最 愿意 
的 事物 (事件 ?的 效用 信 赋 子 1; 而 最 不 爱好 的 赋予 0。 也 可 以 图 12-3 


效用 乙 
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用 其 他 数值 范围 ,如 (100 一 0)。 这 如 同 水 的 冰点 可 以 用 0 表示 或 用 32 下 表示 ,但 效用 无 
量 纲 指标 。 通 过 效用 这 指标 可 将 某 些 难于 量化 有 质 的 差别 的 事物 (事件 ) 给 子 量 化 。 如 某 
人 面临 多 种 方案 的 选择 工作 时 ,要 考虑 地 点 工作 性 质 、 单 位 福利 等 。 可 将 要 考虑 的 因素 
都 折合 为 效用 值 。 得 到 各 方案 的 综合 效用 值 ,然后 选择 效用 值 最 大 的 方案 ,这 就 是 最 大 效 
用 值 决策 准 则 。 

在 风险 情况 下 ,只 作 一 次 决策 时 ,再 用 最 大 期 望 值 决策 准则 ,就 不 那么 合理 了 ,如 
表 12-14 是 各 方案 及 按 最 大 收益 期 望 值 的 计算 结果 。 表 12-14 的 三 个 方案 的 EMYV 都 相 
同 ,显然 这 三 个 方案 并 不 是 等 价 的 。 另 一 方面 因 EMV ”给 出 的 是 平均 意义 下 的 最 大 , 当 
决策 后 只 实现 一 次 时 ,用 EMV 诀 策 准则 就 不 恰当 了 了 。 这 时 可 用 最 大 效用 值 决 策 准则 来 
解决 此 矛盾 。 


表 12-14 
S; p; EMY 
A 418. 3 一 60 一 60 275 
B 650 650 一 100 275 
全 483 480 一 267 275 


12.5.2 效用 曲线 的 确定 


确定 效用 曲线 的 基本 方法 有 两 种 ,一 种 是 百 接 提问 法 ; 另 一 种 是 对 比 提问 法 。 

1. 直接 提问 法 

直接 提问 法 是 辐 决 策 者 提出 一 系列 问题 ,要 求 决 寅 者 进行 主观 衡量 并 作出 回答 。 例 
如 向 某 决策 者 提问 :“ 今 年 你 企业 获 利 100 万 元 ,你 是 满意 的 ,那么 获 利多 少 ,你 会 加 售 满 
意 ?” 奢 这 决策 者 回答 200 万 元 。 这 样 不 断 提 问 与 回答 ,可 绘制 出 这 决策 者 的 获 利 效 用 曲 
线 。 显 然 这 种 提问 与 回答 是 十 分 含糊 的 ,很 难 确切 ,所 以 应 用 较 少 。 

2. 对 比 提问 法 

设 决策 者 面临 两 种 可 选 方 案 Ai,A;。A1i 表示 他 可 无 任何 风险 地 得 到 一 笔 金额 zs ; 
A, 表示 他 可 以 概率 p 得 到 一 笔 金额 x, 或 以 概率 (1 一 pp) 损 失 金 额 x;; 且 zi 全 z 盖 zi， 设 
Url) 表示 金额 zi 的 效用 值 , 硅 在 菜 条 件 下 ,这 决策 者 认为 A1、A: 两 方案 等 价 时 ,可 
表示 为 

pU(z2) TI pIU(zs)—U (zr;) Cl 

确切 地 讲 , 这 决策 者 认为 zz 的 效用 值 等 价 于 zi ,zs 的 效用 期 望 值 。 于 是 可 用 对 比 提问 法 
来 测定 决策 者 的 风险 效用 曲线 。 从 式 (12-1) 可 见 , 其 中 有 zi、zx;、xs、p 四 个 变量 ,车 其 中 
任意 三 个 为 已 知 时 , 回 决 策 者 提问 第 四 个 变量 应 取 何 值 ? 并 请 决策 者 作出 主观 判断 第 四 


个 变量 应 取 的 值 是 多 少 。 提 问 的 方式 大 致 有 三 种 : 
(1) 每 次 固定 zl .zs zs 的 值 ,改变 p, 问 决策 者 :“p 取 何 值 时 ,认为 Al 与 A 等 价 。” 
(2) 每 次 固定 p、zvzs 的 值 ,改变 z, 问 决策 者 :“zs 取 何 值 时 ,认为 Al 与 A， 
(3) 每 次 固定 p、zx; .zs (或 x1) 的 值 ,改变 rs (或 x1), 问 决策 者 :“xzs (或 zi) 取 何 值 
时 ,认为 A 与 A, 等 价 ,” 一 般 采 用 改进 的 V 一 M(Von Neumann-Morgenstern) 法 。 即 每 
次 取 p 二 0.5, 固 定 zi zs 利用 
0. 5U( zx ) 0. DU(xs ) =—=U( zx) 
改变 x 三 次 , 提 三 问 , 确 定 三 点 , 即 可 绘 出 这 决策 者 的 效用 曲线 ,下 面 用 数字 说 明 ，。 
设 工 二 1 000 000,z; 二 一 500 000 
取 U(C1 000 000)= 二 1,U( 一 500 000) 一 0 
Hi a (12-2) 
第 一 问 :“ 你 认为 zs 取 何 值 时 , 式 (12-2) 成 立 ?” 夺 回答 为 “在 zz 一 一 250 000 时 ”, 那 么 
U( 一 250 000) 二 0.5, 那 zz 的 效用 值 为 0.5。 在 坐标 系 中 给 出 第 一 个 点 , 见 图 12-4。 利 用 
0. 5U Cx) 0, 5U (x2) =U (zx;) (C12-3) 
提 第 二 问 ,“ 你 认为 x 取 何 值 时 , 式 (12-3) 成 立 ?? 若 回答 为 “在 x 二 75 000 时 ”, 那 么 
U(75 000) 一 0.5X1 十 0.5X0.5 一 0.75 
即 zz 的 效用 值 为 0.75 ,在 坐标 系 中 给 出 第 二 个 点 。 利 用 
0. 5U(Cz) 十 0.5U(Czy 一 UTCza ) (12-4) 
提 第 三 问 “你 认为 zz 取 何 值 时 , 式 (12-4) 成 立 ?” 若 回答 为 “在 zz 三 一 420 000 时 ”, 那 么 
U(—420 000) 一 0.5X0.5 十 0.5X0 一 0. 25 
即 x 的 效用 值 为 0. 25 ,在 坐标 系 中 给 出 第 三 点 。 这 就 可 以 绘制 出 这 决策 者 对 风险 的 效 
用 曲线 , 见 图 12-4。 效 1.0 
从 以 上 向 决策 者 提问 及 回答 的 情况 来 看 ,不 同 的 决 
策 者 会 选择 不 同 的 zx;、xzs、xz 的 值 , 使 式 (12-2)， 
式 (12-3), 式 (12-4) 成 立 。 这 就 能 得 到 不 同形 状 的 效用 
曲线 ,并 表示 了 不 同 决策 者 对 待 风险 的 不 同 态度 。 一 般 
可 分 为 : 保守 型 .中 间 型 .冒险 型 三 种 。 其 对 应 的 曲线 见 -44-2202 46 810 
图 12-5。 具 有 中 间 型 效用 曲线 的 决策 者 ,他 认为 他 的 收 
人 金额 的 增长 与 效用 值 的 增长 成 等 比 关 系 ; 具有 保守 型 
效用 曲线 的 决策 者 ,他 认为 他 对 损失 金额 愈 多 愈 敏感 ,相反 地 对 收入 的 增加 比较 迟钝 , 即 
他 不 愿 承受 损失 的 风险 ; 具有 冒险 型 效用 曲线 的 决策 者 ,他 认为 他 对 损失 金额 比较 迟钝 ， 
相反 地 对 收入 的 增加 比较 敏感 , 即 他 可 以 承受 损失 的 风险 。 这 是 三 种 由 型 , 某 一 决策 者 可 
能 兼 有 三 种 类 型 ,如 图 12-6 所 示 。 


U 
PP 


图 12-5 图 12-6 


12.5.3 效用 曲线 的 拟 合 


当 用 计算 机 时 需 用 解析 式 来 表示 效用 曲线 ,并 对 决策 者 测 得 的 数据 进行 拟 合 ,常用 的 
关系 式 有 以 下 六 种 。 


(1) 线性 曙 数 一) 

(2) 指数 函数 U(x)—a aa(l—es™ “a") 

(3) 双 指 数 函 数 Be i eh 
(4》 指 数 加 线性 了 数 U(x) 一 cc 十 a 一 和) 十 as (x 一 cs》 
(5) 震 图 数 [TCD) 一 al 十 az| cl 一 as) |as 

(6) 对 数 函 数 U(x)=e talog(eszr— cs) 


12.6 决策 树 


有 些 决 策 问题 , 当 进 行 决 策 后 又 产生 一 些 新 情况 ,并 需要 进行 新 的 决策 ,接着 又 有 一 
些 新 情况 ,又 需要 进行 新 的 决策 。 这 样 决 策 、. 情况、 决策 …… 构成 一 个 序列 ,这 就 是 序列 决 
策 。 摘 述 序列 决策 的 有 力 工 具 之 一 是 决策 树 ,决策 树 是 由 决策 点 ,事件 点 及 结果 构成 的 树 
形 图 。 一 般 选 用 最 大 收益 期 望 值 和 最 大 效用 期 望 值 或 最 大 效用 值 为 决策 准则 ,下 面 用 例 
子 说 明 。 

例 12-4 设 有 茶 石 测 销 探 队 ,在 一 片 估计 能 出 油 的 欧 田 销 探 。 可 以 先 做 地 震 试验 ， 
然后 决定 钻井 与 否 。 或 不 做 地 震 试验 , 只 和 赁 经 验 决 定 钻井 与 否 。 做 地 震 试 验 的 费用 每 次 
3 000 元 ,钻井 费用 为 10 000 元 。 和 大 钻井 后 出 油 , 这 井 队 可 收入 40 000 元 , 硅 不 出 油 就 没 
有 任何 收入 。 各 种 情况 下 估计 出 油 的 概率 已 估计 出 ,并 标 在 图 12-7 上 。 问 钻井 队 的 决策 
者 如 何 作 出 决策 使 收入 的 期 望 值 为 最 大 。 

解 ” 上 述 决 策 问题 用 决策 树 来 求解 ,并 将 有 关 数 据 标 在 图 上 , 见 图 12-7。 
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试验 ， 好 钻井 出 油 收入 
] 1)———|2 (2 

gs 40000 
—3 000 一 10 000 

不 出 油 。 0 

0.13 
不 钼 并 0。 


不 好 


[3] Oe (3) HA 40 000 


不 斌 只 


-10 000 和 
不 出 油 _ 


0 
0.45 


图 12-7 
[ Jj 表示 决策 点 ;( ) 表 示 事 件 点 ; A 表示 收益 点 ; 负 值 表示 支付 。 


图 12-7 表明 这 是 两 级 随机 决 达 问题 ,采用 逆 决 条 顺序 方法 求解 ,计算 步骤 是 ，; 
(1) 计算 各 事件 点 的 收入 期 望 值 


事件 扩 收入 期 望 什 
C2) 40 000X0. 85 十 0X0.15 一 34 000 
3 40 000X0. 10 十 0X0. 90 一 4 000 
(4) 


40 000 关 0. 55 十 0X0. 45 一 22 000 


将 收入 期 望 值 标 在 相应 的 各 点 处 ,这 时 可 将 原 决策 树 ( 图 12-7) 简 化 为 图 12-8(a)。 


i 4 期 望 值 
i A 34 000 
A 0. 


不 试验 外 并 HH -让 验 好 24 000 
-一 AAA 22000 入 0.6 
3 000 ] 不 好 PE 
不 外 并、。 不 试验 。 


A 12000 
(a) 


(2) 按 最 大 收入 期 望 值 决策 准则 在 图 12-8(Ca) 上 给 出 各 决策 点 的 抉择 。 在 决策 点 

| 2] , 按 
max [ (34 000 一 10 000),0|=24 000 
所 对 应 的 条 略 为 应 选 策略 , 即 钻井 ,在 诀 生 点 |3」, 按 
max [ (4 000—10 000),0|=0 
所 对 应 的 策略 为 应 选 策 , 即 不 钻井 ,在 决策 点 L4], 按 
max [ (22 000 一 10 000),0|]=12 000 

所 对 应 的 策略 为 应 选 策略 , 即 钻井 。 

(3) 在 决策 树 上 保留 各 决策 点 的 应 选 方案 ,把 淘汰 策略 去 抒 , 得 到 图 12-8(Cb) ,这 时 
再 计算 事件 点 (1) 的 收入 期 望 值 。 

24 000X0. 60 十 0X0. 40 王 14 400 

将 它 标 在 (1) 劳 。 

(4) 决策 点 L1j 有 两 个 方案 : 做 地 震 
(14 400 一 3 000) 和 12 000。 按 

max [(14 400 一 3 000) ,12 000 |==12 000 

所 对 应 的 策略 为 应 选 策 略 , 即 不 做 地 震 试 验 。 

这 个 决 寅 问题 的 决策 序列 为 : 选择 不 做 地 震 试 验 , 直接 判 断 销 井 , 收 入 期 望 值 为 
12 习 0B 元 。 

例 12-5 设 诀 策 者 的 效用 曲线 如 图 12-9 所 示 。 试 以 最 大 效用 期 望 值 为 决 案 准 则 ， 
对 例 12-4 进行 决策 。 


试验 和 不 做 地 震 试 验 , 各 目的 收入 期 望 值 为 


-20000-10000 0 10 000 20 000 30 000 x 
图 12-9 


解 如同 例 12-4 一 样 采 用 决策 树 为 工具 ,在 决策 树 的 右 端 标 上 纯 收 入 
纯 收 入 三 收入 一 文 出 
然后 由 决策 者 的 效用 曲线 查 得 各 纯 收 入 相应 的 效用 值 , 并 将 此 值 记 在 相应 的 纯 收 入 旁 , 见 
图 12-10。 
决策 分 析 可 在 图 上 进行 。 见 图 12-11。 以 下 按 道 序 先 计算 事件 点 (2)、(3)、(4) 的 效 
用 期 望 值 分 别 为 0.833、0.098、0. 672 ,并 标 在 相应 各 点 劳 ,然后 在 各 决策 点 [2]、L3]、 [4j 
进行 选择 ,其 计算 为 


了 ~ 决 第 A 二 Fr 
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试验 好 外 并 出 油 纯 收 人 ”效用 值 
[1] | (1) 2] (2) A 27000 0.98 
人 0.6 A 0.85 
_3 000 -10000 | 
个 出 调 A _13000 0 
-3000 0.6 


人 
不 好 [3] -全 并 03) 出 油 和 27 000 0.98 


0.4 人 0.10 
-10 000 
-13000 0 
-3000 06 
不 试验 钻井 出 油 
PE 和 村 一 人 
[4 A (4) DSS A 30000 | 
-10 000 
] 不 出 油 和 : 
ps -10000 “0.27 
0 0.68 
图 12-10 
了 试验 于 钻井 出 油 
0.7398 0.7398 0.833 0.833 纯 收 入 ”效用 值 
| | 2 2 二 
[1] (1) | 六 (2) a 27000 0.98 
] -3 000 | -10 000 
| 不 出 油 
| | ee A -13000 0 
| | 本 
a 下 和 -3000 0.6 
人 6 和 井 “ 出 油 
A 3 ee 内 
A 人 人 27000 0.98 
: -10 000 | 
| 不 出 油 
L -个 山河 了 
| nd lt 
| 
| __ 不 铀 并 ____ -3000 06 
| 不 试验 068 钻井 0.672 出 油 
es 2 i < 
和 从 (4) 30000 1 
， -10 000 
人 A -10000 0.27 
应 选 方 案 一 一 | a 
放弃 方案 = 一 | 不 钻井 A 0 0.68 
图 12-11 


max (0,. 833,0, 60)=0, 833 
maxs(0.098 ,0. 60) 一 0. 60 
maxs (0.672,0.68)=0. 68 


接着 计算 事件 点 (1) 的 效用 期 望 值 为 0.739 8 , 记 在 (1) 旁 ,决策 点 [1] 的 选择 为 
max(0.7398,0. 68) 一 0.739 8 
根据 以 上 计算 在 决策 树 上 可 见 决 策 序 列 为 : 先 做 地 震 试 验 , 右 结果 好 , 则 钻井; 
果 不 好 , 则 不 销 井 。 显 然 这 决策 是 保守 型 的 。 因 决策 者 的 效用 曲线 是 保守 型 的 。 


12.7 灵敏 度 分 析 


12.7.1 灵敏 度 分 析 的 意义 


通常 在 决 寅 模型 中 日 然 状 态 的 概率 和 损益 值 往往 由 估计 或 预测 得 到 ,不 可 能 十 分 正 
确 , 此 外 实际 情况 也 在 不 断 地 变化 , 现 需 分 析 为 决策 了 所 用 的 数据 可 在 多 大 范围 内 变动 , 原 
最 优 决 策 方案 继续 有 效 ,进行 这 种 分 析 称 为 灵敏 度 分 析 , 下 面 用 例 来 说 明 。 

例 12-6 假设 有 外 表 完 全 相同 的 木 盒 100 只 ,将 其 分 为 两 组 ,一 组 内 装 白 球 , 有 70 
盒 , 男 一 组 内 装 黑 球 ,有 30 盒 。 现 从 这 100 盒 中 任 取 一 盒 ,请 你 猜 ,如 这 盒 内 装 的 是 白 球 ， 
猜 对 了 得 500 分 , 猜 钳 了 前 150 分 ; 如 这 盒 内 疹 的 是 黑 球 , 猜 对 了 得 1 000 分 , 猜 销 了 多 
200 分 。 为 使 期 望 得 分 最 多 ,应 选 那 一 方案 ,有 关 数 据 列 于 表 12-15。 


表 12-15 
自然 状态 (概率 ) 
方 案 
白 0.7 黑 0.3 
猜 日 500 一 200 
猜 黑 一 150 1 000 


解 ” 先 画 出 决策 树 , 见 图 12-12, 计 算 各 方案 的 
期 望 值 。 
“ 猜 白 ”的 期 望 值 为 
0.7X500++0.3X(—200) 二 290 
“ 猜 黑 ”的 期 望 值 为 
0.7X( 一 150) 十 0.3X1 000 一 195 
经 比较 可 知 “ 猜 日 ”方案 是 最 优 , 现 假 定 出 现 晶 
3 球 的 概率 从 0. 7 变 为 0.8, 这 时 各 方案 的 期 望 值 为 
“ 猜 日 ”的 期 望 值 为 0.8X500 十 0.2X( 一 200) 一 360 
“ 猿 黑 ”的 期 望 值 为 0.8X( 一 150) 十 0.2X1000 王 80 
可 见 “ 猜 白 ” 方 案 仍 是 最 优 。 再 假定 出 现 日 球 的 概率 从 0.7 变 为 0.6, 这 时 各 方案 的 
期 望 值 为 
“ 猪 日 ”的 期 望 值 为 0.6X500 十 0.4X( 一 200) 一 220 


区 1) 音 六 芝 作 析 坟 、 
“ 猜 黑 ? 的 期 望 值 为 0.6X( 一 150) 十 0.4X1000 一 310 

现在 的 最 优 方案 不 是 “ 猜 白 ”, 而 是 “ 猿 黑 ”了 。 可 见 由 于 各 自然 状态 发 生 的 概率 的 变化 ,可 

引起 最 优 方案 的 改变 。 那 么 转折 点 如 何 确定 ” 见 12.7.2 小 节 的 分 析 。 


12.7.2 转折 概率 


设 户 为 出 现 白 球 的 概率 , (1 一 pp) 为 出 现 黑 球 的 概率 。 当 这 两 个 方案 的 期 望 值 相等 
时 , 即 
户 X500 十 (1 一 户 ) X( 一 200) 一 户 X( 一 150) 十 (1 一 户 ) X1 000 
求 得 p= 二 0. 648 6 , 称 它 为 转折 概率 。 即 当 p 守 0. 648 6,“ 猜 白 ” 是 最 优 方案 ; 当 p 二 0. 648 6 ， 
“ 猜 黑 ”是 最 优 方案 。p 可 推导 ,表示 为 


Ul2? U22 


p= 


ai 一 azz 十 aal 一 al 
耕 这 些 数据 在 某 允 许 范 围 内 变动 ,而 最 优 方 案 保持 不 变 ,这 方案 就 是 比较 稳定 的 。 反 
之 ,这 些 数据 在 某 允 许 范围 内 稍 加 变动 , 则 最 优 方案 就 有 变化 ,这 方案 就 是 不 稳定 的 。 由 
此 可 以 得 出 那些 非常 敏感 的 变量 ,那些 不 太 敏 感 的 变量 ,以 及 最 优 方案 不 变 条 件 下 ,这 些 
变量 允许 变化 的 范围 。 


12.8 层次 分 析 法 


层次 分 析 法 (analytic hierarchy process, AHP 法 ) 是 美国 运筹 学 家 沙 日 (T，LL. 
Saaty) 于 20 世纪 70 年 代 提 出 的 ,是 一 种 定性 与 定量 分 析 相 结合 的 多 目标 决策 分 析 方法 ， 
特别 是 将 决策 者 的 经 验 判断 给 予 量 化 ,对 目标 ( 因 系 ) 绪 构 复 杂 且 缺乏 必要 的 数据 情况 下 


12.8.1 AHP 法 原理 


例如 茶 工 广 在 扩大 企业 目 主 权 后 ,有 一 笔 企 业 留 成 的 利润 ,这 时 三 领导 要 合理 使 用 这 
笔 资 金 。 根 据 各 方面 反映 和 意见 ,提出 可 供 领导 决策 的 方案 有 : 岂 作 为 奖金 发 给 职工 ; 
思 扩 建 职工 食 笔 .托儿所 ; 四 开办 职工 业余 技术 学 校 和 培训 班 ; 由 建立 图 书馆 ; 外 引进 新 
技术 扩大 生产 规模 等 。 领 导 在 决策 时 ,要 考虑 到 调动 职工 务 动 生产 积极 性 ,提高 职工 文化 
技术 水 平 ,改善 职工 物质 文化 生活 状况 等 方面 。 对 这 些 方案 的 优 劣 性 进行 评价 ,排队 后 ， 
才能 作出 决 寅 。 

面 对 这 类 复 林 的 决 末 问题 ,处 理 的 方法 是 ,和 完 对 问题 了 所 涉及 的 因素 进行 分 类 ,然后 构 
造 一 个 各 因素 之 间 相 互联 结 的 层次 结构 模型 。 因 系 分 类 ; 一 为 目标 类 ,如 合理 使 用 今年 
企业 留 利 xX XxX 万 元 ,以 促进 企业 发 展 ; 二 为 准则 类 ,这 是 衡量 目标 能 否 实现 的 标准 ,如 调 
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动 职工 劳动 积极 性 ,提高 企业 的 生产 技术 水 平 ; 三 为 措施 类 ,是 指 实现 目标 的 方案 .方法 、 
手段 等 ,如 发 奖金 ,扩建 集体 福利 设施 ,引进 新 技术 等 。 按 目标 到 措施 的 目 上 而 下 地 将 各 
类 因 系 之 间 的 百 接 影 虽 关 系 排 列 于 不 同 层 次 ,并 构成 一 层次 结构 图 ,如 图 12-13 所 示 。 


目标 屋 4 合理 使 用 企业 留 利 X XX 元 


文化 生活 状 认 


ee 


建 图 | [购买 新 
书馆 设备 


构造 好 各 类 问题 的 层次 结构 图 是 一 项 细致 的 分 析 工 作 , 要 有 一 定 经 验 。 根 据 层 次 结 
构图 确定 每 一 层 的 各 因素 的 相对 重要 性 的 权 数 ,直至 计算 出 措施 层 各 方案 的 相对 权 数 。 
这 就 给 出 了 各 方案 的 优 禾 次序 ,以 便 供 领导 决策 。 

这 个 方法 的 原理 是 这 样 的 。 

设 有 ?7 件 物 体 A,,A: ，…A,; 它们 的 重量 分 别 为 rzz， ,rw,。 夺 将 它们 两 两 比 
较 重量 ,其 比值 可 构成 nxn 和 矩阵 A。 

入 /tw | / Ww, eT TO / Ww, 
着 一 


准则 屋 B 


图 12-13 


Ch - | ‘Che ; CE? ME C2 Th 


Vo / TE TC, 让 TO 天 训话 TD， / TOn , 
A 和 窍 阵 具有 如 下 性 质 ; 奢 用 重量 问 量 
W = (Tou § TE a 和 


右 乘 4 和 矩阵 ,得 到 
TO / tw TO / tw “= 站 / tw, | TO TE 
wf Wa/ TO /wn ts | Ts 
AW=—| 


ls , | 二 元 | | 一 元 竺 
本 TO, / U2 a | 辆 辆 


BE] (A—nI)W=0 
由 矩阵 理论 可 知 ,W 为 特征 向 量 ,n 为 特征 值 。 大 W 为 未 知 时 , 则 可 根据 决策 者 对 物体 之 
间 两 两 相 比 的 关系 ,主观 作出 比值 的 判断 ,或 用 Delphi 法 来 确定 这 些 比值 ,使 A 矩阵 为 已 
知 , 故 判 断 矩 阵 记 作 4。 

根据 正 年 阵 的 理论 ,可 以 证 明 : 在 4 矩阵 有 以 下 特点 ( 设 ai 一 zuoiyroi ): 
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(1) ai 二 1 
(2) ai 一 1/ai (7 一 1 2 77) 
(3) akii 一 aiyai (7 一 1 2 ,nn) 
则 该 矩阵 具有 唯一 非 零 的 最 大 特征 值 Mnss, 且 Amax 一 7?。 
若 给 出 的 判断 矩阵 4 具有 上 述 特征 , 则 该 矩阵 具 ri 致 性 。 然 而 人 们 对 复杂 事 
物 的 各 因 系 ,采用 两 两 比较 时 ,不 可 能 做 到 判断 的 完全 一 致 性 ,而 存在 佑 计 误 差 , 这 必然 有 
致 特征 值 及 特征 向 量 也 有 偏差 。 这 时 间 题 由 AW 二 nW 变 成 4W = ,这 里 Xs 是 矩 
隆 的 最 大 特征 值 ,W 便 是 带 有 偏差 的 相对 权重 向 量 。 这 就 是 由 判断 不 相 容 而 引起 的 误 
差 。 为 了 避免 误差 太 大 ,所 以 要 衡量 A 矩阵 的 一 致 性 , 当 A 矩阵 完全 一 致 时 , 因 az 一 1， 


> =- Da 一 2 
存在 唯一 的 非 零 4 二 Xm 二 nn。 而 当 矩阵 存在 判别 不 一 到 时 ,一 般 是 X40,. 宇 nxn。 这 时 


Nn 十 = Da 一 六 


ise man 


由 于 是 Amax 一 于 一 一 Sh 


i max 


以 其 平均 值 作为 检验 判断 算 阵 一 致 性 指标 (CD) 
大 


CI i nn i max 


同一 1 一 
人 Ansx 一 2 CI 一 0 ,为 完全 一 致 ;: CI 值 越 大 ,判断 矩阵 的 完全 一 致 性 越 差 。 一 般 只 要 CI 三 
0. 1 ,认为 判断 矩阵 的 一 致 性 可 以 接受 ,否则 重新 进行 两 两 比较 判断 。 
判断 矩阵 的 维 数 闻 越 大 ,判断 的 一 致 性 将 越 差 , 故 应 放宽 对 高 维 判 断 窍 阵 一 致 性 的 要 
求 。 于 是 引入 修正 值 RI, 见 表 12-16, 并 取 更 为 合理 的 CR 为 衡量 判断 矩阵 一 致 性 
的 指标 。 


12.8.2 标 度 


为 了 使 各 因素 之 间 进 行 两 两 比较 得 到 量化 的 判断 矩阵 ,引入 1 一 9 的 标 度 。 根 据 心理 
学 家 的 研究 提出 : 人 们 区 分 信息 等 级 的 极限 能 力 为 7 士 2, 特 制定 表 12-17。 
因为 自己 与 自己 比 是 同等 重要 的 ,因此 对 角 线 上 元 素 不 用 作 判 断 比较 ,只 需要 给 出 和 盾 
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阵 对 角 线 上 三 角形 中 的 元 素 。 
可 见 xz 矩阵 ,只 需要 给 出 全 5 一 个 判断 数值 。 
除 表 12-17 的 标 度 方法 以 外 ,还 可 以 用 其 他 标 度 方法 。 


表 12-17 
标 度 ai 定 六 
1 i 因素 与 因素 同样 重要 
3 i 因 系 比 7 因素 上 略 重 要 
5 i 因素 比 7 因素 较 重 要 
7 i 因素 比 7 因素 非常 重要 
9 i 因素 比 7 因素 绝对 重要 
7145652 为 以 上 两 判断 之 间 的 中 间 状 态 对 应 的 标 度 值 
倒数 若 j 因素 与 i 因素 比较 ,得 到 判断 值 为 aj; 二 1/ai ,ai; 二 1 


12.8.3 层次 模型 


根据 具体 问题 一 般 分 为 目标 层 、. 准则 层 和 措施 层 ( 见 图 12-14)。 复 杂 的 问题 可 分 为 
总 目标 层 . 子 目标 层 、 准则 层 ( 或 制约 因素 层 ) .方案 措施 层 , 或 分 为 层次 更 多 的 结构 ( 见 
图 12-15) 。 下 面 举 看 干 例子 加 以 说 明 。 


目标 层 4 


惟 则 技 C 


按 给 出 的 层次 结构 模型 , 设 为 目标 层 A .准则 层 CC 有 个 准则 因 系 ) ,措施 层 P( 有 nn 
个 方案 )。 由 决策 者 用 其 他 方法 给 出 各 层 因 素 之 间 的 两 两 比较 得 出 A-C 判断 矩阵 为 


A 人 1 C2 "" Ca 


委 本- | 由 二 A F_ 
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目标 层 4 开发 某 燥 右 基 地 


制约 因 对 至 


制约 子 因素 C 


开发 方案 P ee x x x x x 
x 为 开发 量 | +1 +0.5 -0.5 一 ] 


图 12-15 


然后 分 别 给 i EP 的 判 呆 矩阵 人 G 一 之 i ,kk) a 


用 近似 法 计算 各 判断 矩阵 的 最 大 特征 值 和 特征 向 量 。 
12.8.4 计算 方法 


一 般 地 讲 , 在 AHP 法 中 计算 判断 矩阵 的 最 大 特征 值 与 特征 回 量 ,并 不 需要 很 高 的 精 
度 , 故 用 近似 法 计算 即 可 。 最 简单 的 方法 是 求 和 法 及 其 改进 的 方法 ,但 方 根 法 更 好 ,这 里 
只 介绍 方 根 法 。 

1. 方 根 法 

这 是 一 种 近似 计算 法 ,其 计算 步骤 为 : 

(1) 计算 判断 矩阵 每 行 所 有 元 素 的 几何 平均 值 
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运 


上 二 
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得 到 机 一 (ga 2 On)  。 
(2) 将 人 归 一 化 , 即 计算 
(一 TE ed 
之 
得 到 名 二 (wi ,wow )' , 即 为 | 所 求 特 征 向 量 的 近似 值 这 也 是 各 因素 的 相对 权重 。 
(3) 计算 判断 矩阵 的 最 大 特征 值 1。， 


(Ao )， 


El 


a 


其 中 (A gw); 为 向 量 Aw 的 第 i 个 元 素 。 

(4) 计算 判断 矩阵 一 致 性 指标 ,检验 其 一 致 性 。 

当 各 层次 的 诸 因 素 的 相对 权重 都 得 到 后 ,进行 措施 层 的 组 合 权重 计算 。 

2. 组 合 权 重 计算 

设 有 目标 层 A .准则 层 C ,方案 层 己 构成 的 层次 模型 ( 当 层 次 更 多 的 模型 ,计算 相同 ) ， 
目标 层 A 对 准则 层 C 的 相对 权重 为 


ri i CD )T 
准则 层 的 各 准则 C; ,对 方案 层 Pn 个 方案 的 相对 权重 为 
i ya gs i [一 .2 大 


那么 各 方案 对 目标 而 言 ,其 相对 权重 是 通过 权重 g2 与 gi2 (一 1,2,…,R) 组 合 而 得 到 的 ， 
其 计算 可 采用 表格 式 进 行 ( 见 表 12-18) 。 
这 时 得 到 的 V2 一 (2 ,vi ,… v2) 为 PP 层 各 方案 的 相对 权重 。 


表 12-18 
P 层 组 合 权重 V@ 
上 & 
Pp v2 一 Cy 他 
上 


下 
| CB wz Ee -20 sD ee 
a Cl Cn 
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决策 论 从 单 目 标 发 展 到 多 目标 是 在 理论 和 实践 上 的 一 个 飞 茎 。 用 多 目标 决策 方法 来 处 理 决 策 问题 
更 能 满足 实践 的 要 求 。 从 理论 上 看 多 目标 决策 方法 吸取 了 行为 科学 等 社会 科学 方面 的 成 就 ,强调 了 决 
策 者 本 人 在 决策 过 程 中 的 中 心地 位 ; 此 外 在 解 的 概念 方面 ,提出 有 效 解 ( 非 劣 解 ) 满意 解 、 妥 协 解 等 更 
能 反映 复杂 现实 情况 的 解 的 概念 。 在 应 用 方面 具有 广阔 的 前 景 。1974 年 Zeleny 所 编著 的 (线性 多 目标 
规划 》 一 书 较 系统 地 总 结 了 各 种 处 理 线 性 多 目标 规划 问题 的 方法 。20 世纪 70 年 代 中 期 后 ,各 种 交互 式 
的 多 目标 决策 方法 迅速 发 展 起 来 。1982 年 Zeleny 编写 了 第 一 本 论述 多 目标 决策 问题 的 教科 书 。20 世 
纪 70 年 代 以 来 多 目标 决策 发 展 的 另 一 特点 是 各 种 计算 方法 都 已 有 较 实 用 的 软件 ,便于 实用 。 我 国 自 
1977 年 以 来 也 开始 了 多 目标 决策 方面 的 研究 和 应 用 工作 ,为 广大 的 运筹 学 工作 者 和 实际 工作 部 门 所 重 
视 , 并 取得 了 一 定 的 成 果 。 


习 宦 
12.1 某 厂 考虑 生产 甲 、 乙 两 种 产品 ,根据 过 去 市 场 需求 统计 见 表 12-19 。 
表 12-19 


自然 状态 
甲 种 4 3 
乙 种 7 2 
用 最 大 可 能 性 法 进行 决策 。 
12.2 对 习题 12. 1 用 期 望 值 法 进行 决策 并 进行 灵敏 度 分 析 , 求 出 转折 概率 。 
12.3 某 公 司 为 了 扩大 市 场 , 要 举行 一 个 展销 会 ,会 址 打算 选择 在 甲 、 乙 两 三 地 。 获 
利 情 况 除 了 与 会 址 有 关系 外 ,还 与 天 气 有 关 , 天 气 可 区 分 为 畏 、 普 通 、 多雨 三 种 (分 别 以 
Ni 、N;、Ns 表示 )。 通 过 天 气 预 报 , 估 计 三 种 天 气 情况 可 能 发 生 的 概率 为 0. 25,0. 50， 
0. 25。 其 收益 情况 见 表 12-20, 用 期 望 值 准 则 进行 决策 。 
表 12-20 万 元 
自然 状态 


四 地 4 6 ] 
乙 地 5 4 1.5 
办 地 6 2 1.2 
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12.4 将 习题 12. 3 用 矩阵 法 进行 决策 。 
12.5 今 要 建立 一 个 企业 ,有 4 个 投资 方案 ,3 种 自然 状态 ,投资 数量 见 表 12-21 。 
表 12-21 百 万 元 


Al 4 
A 3 
A; 10 
A 9 


用 和 矩阵 法 进行 决策 。 

12.6 某 公司 需要 决定 建 大 厂 还 是 建 小 厂 来 生产 一 种 新 产品 ,该 产品 的 市 场 寿 命 为 
10 年 , 建 大 工厂 的 投资 费用 为 280 万 元 , 建 小 厂 的 投资 为 140 万 元 。10 年 内 销售 状况 的 
离散 分 布 的 状态 如 下 : 

高 需求 量 的 可 能 性 为 0. 5; 

中 等 需求 量 的 可 能 性 为 0. 3; 

低 需 求 量 的 可 能 性 为 0. 2。 

公司 进行 了 成 本 一 产量 一 利润 分 析 ,在 工厂 规模 和 市 场 容 量 的 组 合 下 ,它们 的 条 件 收 
益 如 下 : 

中 大 工厂 ,高 需求 ,每 年 获 利 100 万 元 。 

GO 大 工厂 ,中 等 需求 ,每 年 获 利 60 万 元 。 

大 工厂 ; 低 需 求 ; 由 于 开工 不 是 ;引起 亏损 20 万 元 。 

小 工厂 ,高 需求 ,每 年 获 利 25 万 元 (供不应求 引起 销售 损失 较 大 ) 。 

小 工厂 ,中 需求 ,每 年 获 利 45 万 元 (销售 损失 引起 的 费用 较 低 ) 。 

小 工厂 , 低 需 求 , 每 年 获 利 55 万 元 ( 因 工 厂 规 模 与 市 场 容量 配合 得 好 )。 

用 决策 树 方法 进行 决策 。 

12.7 将 习题 12.5 用 决策 树 法 进行 决策 。 

12.8 将 习题 12.6 用 和 矩阵 法 决策 。 

12.9 将 习题 12. 3 用 决策 树 方 法 进行 决策 。 

12.10 某 厂 有 一 种 新 产品 ,其 推销 策略 有 Si ,5S; ,Ss 三 种 可 供 选择 ,但 各 方案 所 需 的 
资金 .时间 都 不 同 , 加 上 市 场 情 况 的 差别 ,因而 获 利和 亏损 情况 不 同 。 而 市 场 情 况 也 有 三 
种 : Qi (需要 量 大 ) ,Q: (需要 量 一 般 ),Q;( 需 要 量 低 )。 市 场 情 况 的 概率 并 不 知道 ,其 益 损 
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矩阵 表 见 表 12-22 ,用 乐观 法 进行 决策 。 


表 12-22 新 产品 推销 蔓 损 矩阵 表 万 元 
市 场 情况 
S; 
Cs 
51 = 
D2 0 
Ss 10 


12.11 将 习题 12. 10 用 悲观 准则 进行 决策 。 
12.12 ” 某 企 业 面 临 三 种 方案 可 以 选择 ,五 年 内 的 益 损 表 见 表 12-23, 用 乐观 系数 法 
(ai 一 0.3,az 一 0.7) 决 策 , 然 后 加 以 比较 。 


表 12-23 企业 改建 益 损 表 


目 然 状 态 需 求 量 
决策 方案 
扩建 一 45 
新 建 一 80 
转 包 一 10 


12.13 将 习题 12. 12 用 等 可 能 准则 (Laplace) 进 行 决策 ,并 与 习题 12. 12 比较 结果 。 
12.14 在 开采 油井 时 ,出 现 不 定 情 襄 , 用 后 悔 值 准则 决定 是 否 开 采 。 益 损 挎 阵 表 
见 表 12-24 。 
表 12-24 油井 开采 蓝 损 矩阵 表 


人 a 
开采 5 1 


12.15 某 企 业 要 投产 一 种 新 产品 ,投资 方案 有 三 个 : S1、Ss、S; ;不同 经 济 形势 下 的 
利润 如 表 12-25 所 示 。 用 乐观 系数 准则 (a 二 0.6,as 二 0.4) 进 行 决 策 。 
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表 12-25 新 产品 投资 利润 表 万 元 
不 同 经 济 形势 
投资 方案 
差 
D1 一 
S。 5 
号 一 40 


12.16 将 习题 12. 15 用 等 可 能 准则 进行 决策 。 
12.17 建 厂 投 次 有 三 个 行动 方案 可 以 选择 ,并 有 三 种 自然 状态 , 其 损失 表 见 
表 12-26, 用 乐观 准则 进行 决策 。 


表 12-26 建 厂 投资 损失 表 


方 案 
oo | ®。 | 2Q 
Al 7 3 
A:; 9 1 
A; 6 10 


12.18 将 习题 12. 17 用 悲观 准则 进行 决策 。 
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局 发 式 万 法 


在 前 面 各 章 中 ,讨论 了 一 些 常 用 的 和 标准 的 运筹 学 模型 ,给 出 并 证 明了 它们 的 优 
化 算法 ,借助 这 些 算法 ,可 以 求 出 模型 的 最 优 解 。 在 论述 时 ,大 多 数 是 从 科学 分 析 的 角 
度 出 发 , 尽 可 能 给 出 理论 的 解释 和 数学 的 证 明 , 力 求 既 能 解决 实际 问题 ,又 有 还 辑 的 
严密 性 。 

但 必须 说 明 的 是 ,在 解决 问题 时 所 采用 的 大 多 数 模型 并 不 是 自然 而 然 地 呈现 在 研究 
者 或 管理 者 的 面前 ,而 是 需要 通过 人 们 的 感知 去 认识 和 发 现 问 题 , 经 过 分 析 然 后 提炼 成 模 
型 。 而 且 所 发 现 的 问题 往往 是 上 府 入 在 大 系统 中 的 某 个 子 系统 或 子 子 系统 ,它们 关联 着 社 
会 ,经济 、 文 化 和 生态 环境 等 诸多 方面 。 此 外 很 多 模型 往往 是 在 边界 清晰 、 条 件 明 确 、 判 别 
准则 合理 等 较 理 想 的 条 件 下 才能 进行 求解 的 ,所 得 结果 与 实际 情况 常常 存在 差别 ,有 了 时差 
别 可 能 很 大 。 

人 们 对 客观 世界 的 一 般 认 识 , 或 对 某 一 具体 对 人 迎 的 认识 ,都 要 经 过 由 上 暗 到 明和 由 浅 入 
深 的 过 程 ,大 致 包 含 以 下 几 个 阶段 : 

(1) 水 平 1: 腾 爱 。 在 复杂 的 社会 经 济 系 统 中 ,存在 着 很 多 未 被 人 们 认识 清楚 ,但 又 
能 若 明 若 瞳 地 感 觉得 到 的 问题 的 胚芽 ,这 类 对 象 是 否 需 要 进一步 研究 , 尚 不 够 清楚 或 还 有 
争议 , 需 进一步 认真 分 析 。 

(2) 水 平 2: 提出 问题 。 在 人 们 对 研究 对 象 进行 系统 观察 和 分 析 的 基础 上 ,将 问题 的 
肘 芽 加 以 总 结 抽 他, 而 形成 明确 的 问题 。 

(3) 水 平 3: 建立 数学 模型 。 通 过 对 问题 的 系统 研究 和 深刻 理解 ,明确 其 本 质 属 
性 及 与 环境 的 关系 ,将 问题 抽象 并 一 般 化 ,进而 表述 为 数学 模型 。 运 用 数学 模型 不 仅 能 解 
决 一 个 具体 问题 ,而 且 可 以 用 来 分 析 和 处 理 一 类 问题 ,或 便于 研究 某 问 题 在 多 和 参数、 多方 
案情 况 下 的 性 态 及 其 优化 。 
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(4) 水 平 4: 求解 数学 模型 。 通 和 常 是 运用 某 些 已 有 的 算法 或 提出 新 的 算法 (包括 移 
植 改造 、 综 合 ), 通 过 一 定 的 步骤 , 求 出 问题 的 解 。 人 们 往往 希望 得 到 问题 的 最 优 解 或 
满意 解 。 

(5) 水 平 5: 使 用 和 改进 。 将 其 用 于 解决 实际 问题 并 在 实践 中 验证 和 改进 模型 及 其 
算法 。 这 是 提高 人 们 认识 水 平 \ 有 效 解 决 实际 问题 和 发 展 科 学 不 可 缺少 的 步骤 。 

运筹 学 工作 者 或 管理 工作 者 面 对 的 实际 问题 是 多 种 多 样 的 ,有 的 问题 的 结构 与 运筹 
守 中 已 有 模型 十 分 相近 ,可 用 相应 的 标准 运筹 学 模型 和 算法 来 解决 ; 有 的 问题 与 运筹 党 
已 有 模型 的 结构 有 较 大 的 差异 ,这 时 就 很 难 直 接 套 用 运筹 学 中 已 有 的 方法 来 求解 。 为 能 
有 效 解 决 这 种 问题 ,就 需要 学 会 去 发 现 和 创造 能 解决 更 复杂 实际 问题 的 新 思路 .新 模型 和 
新 算法 。 

当 人 们 面 对 一 些 新 的 难题 需要 解决 时 ,一 种 自然 的 想法 就 是 看 它 和 以 往 处 理 过 的 问 
题 有 无 相似 或 相通 之 处 ,能 和 否 从 以 往 的 经 验 ( 包 括 自身 的 和 别人 的 ) 中 得 到 某 种 借 监 , 或 从 
社会 发 展 和 自然 规律 中 得 到 某 种 启示 ,从 而 为 解决 新 间 题 找到 一 些 可 行 的 思路 和 方法 。 
事实 上 ,寻求 并 接受 启发 ,是 人 们 认识 问题 、 分 析 问 题 和 解决 问题 的 一 种 常用 思维 模式 ,是 
实现 不 断 进 步 和 超越 的 一 种 可 行 途径 。 有 意识 和 主动 地 寻求 启发 常会 加 快 解 决 问题 的 速 
度 和 提高 解决 问题 的 质量 ,达到 事半功倍 的 效果 。 


HAPTER 13 
第 13 章 
局 发 了 式 方法 


13.1 基本 概念 


13.1.1 问题 的 结构 


有 些 实际 问题 的 结构 比较 清晰 ,各 元 系 之 间 的 关系 明确 ,边界 清楚 ,容易 为 人 们 所 认 
识 ,能够 通过 建 模 和 使 用 一 定 的 算法 求 得 解决 ,这 类 问题 称 为 良好 结构 问题 。 一 般 而 言 ， 
民 好 结构 问题 具有 以 下 特征 : 

(1) 能 建立 起 正确 反映 该 问题 性 质 的 一 种 “可 接受 ”模型 ,与 问题 有 关 的 主要 信息 可 
纳入 模型 之 中 。 

(2) 横 型 所 需要 的 数据 能 够 获得 。 

(3) 模型 可 解 , 能 拟定 出 求解 的 程序 性 步骤 和 求解 方法 ,而 且 , 得 到 的 解 能 体现 解决 
问题 的 可 行 方案 。 

(4) 可 拟定 出 明确 的 准则 ,用 以 判定 解 的 可 行 性 和 最 优 性 。 

(5) 求解 所 需 的 计算 量 不 太 大 ,所 需 的 费用 不 太 多 。 

对 于 民 好 结构 问题 , 浓 可 用 传统 的 (标准 的 ) 运 筹 学 方法 加 以 解决 。 如 果 问 题 的 结构 
不 恨 , 使 用 传统 的 运筹 学 方法 去 人 处理 就 难以 矢 效 。 这 时 ,与 其 焉 曲 事实 ,忽略 或 修正 某 些 
重要 的 条 件 , 勉 强 使 用 某 种 标准 模型 而 使 问题 易于 求解 ,还 不 如 保持 问题 的 本 来 面目 , 建 
立 基 本 符合 问题 实际 情况 的 非 标准 梗 型。 前 者 虽 可 用 已 有 的 标准 算法 求解 ,但 由 于 问题 
的 模型 失真 ,得 到 的 解难 于 符合 实际 和 付 语 实 施 ; 后 者 由 于 模型 涉及 因素 多 ,结构 复杂 ， 
而 与 传统 的 标准 模型 相去 其 远 , 难 于 套用 已 有 的 标准 算法 。 在 后 面 这 种 情况 下 ,为 得 到 近 
似 可 用 的 解 , 分 析 人 员 必 须 运 用 目 己 的 感知 和 洞察 力 , 从 与 其 有 关 而 较 基 本 的 模型 及 算法 
中 寻求 其 间 的 联系 ,从 中 得 到 启发 ,去 发 现 适 于 解决 该 问题 的 思路 和 途径 ,这 种 方法 称 为 
启发 式 方法 (heuristic method) ,由 此 建立 的 算法 称 为 启发 式 算 法 (heuristic algorithm ) 。 


13.1.2 局 发 式 方法 的 特点 


由 上 面 的 叙述 可 知 , 局 发 式 方法 是 寻求 解决 问题 的 一 种 较 好 的 方法 和 人 条 略 ; 当然 , 它 
也 可 以 是 面 阿 某 种 具体 问题 的 一 种 求解 方法 。 它 建立 在 人 们 经 验 和 判断 的 基础 之 上 , 体 
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现 了 人 的 主观 能 动作 用 和 创造 力 。 

用 启发 式 方法 解决 问题 时 强调 “满意 ”, 委 和 常 是 得 到 满意 解 , 决 策 者 就 认为 可 以 了 ,而 
不 去 刻意 追求 最 优 性 和 探求 最 优 解 。 之 所 以 这 样 ,其 原因 是 : 

(1) 很 多 问题 不 存在 严格 最 优 解 ( 例 如 目标 之 间 巴 盾 的 多 目标 问题 ), 这 时 ,对 目标 的 
满意 性 要 求 第 比 最 优 性 追求 更 能 准确 地 描述 人 们 的 选择 行为 。 

(2) 对 有 些 问题 ,要 得 到 它 的 最 优 解 所 花 的 代价 太 大 ,难以 实现 ,也 不 合算 。 

(3) 从 实际 决策 的 需要 出 发 ,有 时 要 求解 具有 过 高 的 精度 没有 必要 ， 

假定 为 解决 某 类 问题 设计 了 一 个 算法 , 它 能 用 于 求解 所 有 这 类 问题 ,而 且 获 得 最 优 解 
的 计算 工作 量 可 表示 为 这 类 问题 “大 小 ?的 多 项 式 函 数 , 就 称 这 个 算法 是 确定 型 的 多 项 式 
算法 ,向 称 为 多 项 式 算 法 或 有 效 算 法 。 很 多 组 合 优化 问题 (如 设施 定位 问题 .旅行 售货员 
问题 ,多 个 工件 在 多 个 设备 上 的 加 工 排序 问题 等 ) 不 存在 多 项 式 算法 ,要 求 其 最 优 解 就 需 
花费 巨大 的 代价 。 

用 启发 式 方法 求解 问题 常常 是 通过 壕 代 过 程 实现 的 ,因而 需要 拟定 出 一 套 科 学 合理 
的 解 的 搜索 规则 。 为 能 得 到 满意 解 ,在 整个 迭代 过 程 中 要 及 时 掌握 解 的 变化 情况 ,不断 注 
意 和 吸收 新 的 信息 ,及 时 考察 所 使 用 的 求解 策略 ,必要 时 改变 原来 拟定 的 不 合适 的 或 过 时 
的 策略 ,建立 新 的 搜索 规则 ,注意 从 失败 中 吸取 教训 ,并 逐步 缩小 搜索 范围 。 

在 工业 .商业 ,管理 .社会 等 方面 的 很 多 问题 ,目前 不 可 能 找到 多 项 式 算 法 ,为 使 问题 得 
以 解决 ,自然 需要 求助 于 启发 式 方法 。 在 构建 启发 式 方法 时 ,为 提高 其 效果 ,人 们 常 注意 到 : 
中 多 种 相关 知识 的 集成 和 综合 运用 ; 外 多 种 方法 的 合理 结合 ; 书 系 统 状态 在 多 时 段 中 的 良 
性 动态 演化 ; 由 考虑 各 种 干扰 因素 的 影响 ; 回顾 及 多 个 相关 主体 利益 的 均衡 。 这 样 做 虽然 
增加 了 构建 和 运用 局 发 式 方法 的 难度 ,但 却 使 它 更 贴近 实际 并 易于 达到 更 好 的 效果 。 

启发 式 方法 具有 下 述 优 点 : 

(1) 计算 步骤 简单 ,要 求 的 理论 基础 不 高 ,可 由 未 经 高 级 训练 的 人 员 实 现 ; 

(2) 比 优 化 方法 党 可 减少 大 量 的 计算 工作 量 , 从 而 显 首 市 约 开 六 和 时 间 ; 

(3) 易于 将 定量 分 析 与 定性 分 析 相 结合 。 

使 用 启发 式 方法 时 应 注意 得 到 的 解 的 质量 ,使 由 于 采用 启发 式 方法 而 使 最 终 决 策 效 
果 明 显 有 所 改善 。 在 选用 方法 时 要 考虑 是 否 有 现成 的 标准 优化 方法 可 以 采用 ,如 果 使 用 
优化 方法 的 工作 量 可 以 接受 , 则 应 慎重 考虑 是 否 要 选用 启发 式 算法 。 
13.1.3 局 发 式 策略 

用 启发 式 方法 解决 问题 时 ,需要 采用 一 定 的 策略 。 下 面 列 出 几 个 常用 的 策略 ,使 用 时 
可 根据 问题 的 性 质 和 要 求 选 用 其 中 之 一 ; 为 得 到 理想 的 效果 ,也 可 将 几 个 策略 联合 起 来 
使 用 。 

(1) 问题 构建 策略 。 在 对 提出 的 问题 认真 研究 和 全 面 分 析 的 基础 上 ,明确 研究 目标 
和 欲 解 决 的 关键 问题 ,由 此 建立 的 模型 应 如 实 和 正确 反映 问题 的 性 质 、 条 件 、 要 求 .结构 和 
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目标 ,防止 问题 扭曲 和 表述 失真 。 在 满足 表述 正确 和 重点 明确 的 前 提 下 ,力求 简单 .明晰 
和 便于 解决 。 

(2) 逐步 构 解 条 略 。 一 个 完整 的 解 通 凋 是 由 看 干 个 分 量 组 成 的 。 当 用 该 宋 略 时 ,应 
建立 某 种 规则 , 按 一 定 次 序 每 次 确定 解 的 一 个 分 量 , 百 至 得 到 包含 所 有 解 分 量 的 一 个 完整 
的 解 为 止 。 

(3) 分 解 合成 策略 。 为 求解 一 个 复杂 的 大 问题 ,可 首先 将 其 分 解 为 重 干 个 小 的 子 问 
题 ,再 选用 合适 的 方法 (包括 启发 式 方法 .优化 方法 .模拟 方法 等 ) 按 一 定 顺序 求解 每 个 子 
问题 ,根据 子 问题 之 间 及 其 与 总 问题 的 关系 (例如 递 阶 关 系 、 包 含 ( 髓 套 ) 关 系 、 平 行 关 系 
等 ) ,将 子 问题 的 解 作 为 下 一 阶 子 问题 的 输入 ,或 在 相 容 原则 下 将 子 问 题 的 解 进行 综合 ,经 
合成 最 后 得 到 总 问题 合乎 要 求 的 解 。 

(4) 改进 策略 。 运 用 这 一 策略 时 ,首先 从 一 个 初始 解 (初始 解 不 必 一 定 是 可 行 解 ) 出 
发 ,然后 对 解 的 质量 (包括 它 产 生 的 目标 函数 值 、 可 行 性 及 可 接受 性 等 ) 进 行 评价 ， od 
某 种 启发 式 方法 设计 改进 规则 ,对 解 加 以 改进 ,反复 进行 如 上 的 评价 和 改进 ,直至 得 到 满 
意 的 解 为 止 。 

为 获得 初始 解 , 可 用 逐步 构 解 策略 或 (和 ) 分 解 合成 策略 ,也 可 使 用 其 他 近似 方法 。 在 
局 发 式 方法 中 ,好 的 初始 解 笛 可 大 大 提高 求解 效率 和 质量 。 

(5) 搜索 学 习 策 略 。 本 策略 包括 在 解 空 间 中 的 定 同 搜索 以 及 在 搜索 过 程 中 发 现 和 收 
集 新 的 信息 ,并 根据 对 新 信息 的 分 析 , 重 新 确认 或 改变 搜索 方 癌 ,修正 搜索 参数 ,消去 不 必 
要 的 搜索 范围 ,以 有 效 提 高 搜索 效率 ,尽快 获得 问题 的 解 。 

近年 来 发 展 起 来 的 贪 焚 算法 (Cgreedy algorithm) 、 模拟 退火 (simulated annealing)、 禁 
忌 搜 索 (tabu search) ,遗传 算法 (genetic algorithm)、 人 工 神 经 网 络 (artificial neural 
network) 等 方法 具有 局 发 式 方法 的 特性 (有 人 称 其 为 亚 局 发 式 方法 ) ,它们 为 构建 和 运用 
具体 问题 的 局 发 式 方 法 提供 了 局 示 和 方便 。 贪 柳 算 法 的 每 一 步 都 以 局 部 或 当前 利益 为 看 
眼 点 作出 选择 ,这 符合 一 个 贪 杨 者 的 心理 状态 和 行为 准则 ,但 由 于 其 目光 短 浅 ,使 以 此 作 
出 的 “最 佳 ” 选 择 最 终 可 能 达 不 到 全 局 最 优 。 模 拟 退 火 和 禁忌 搜索 方法 都 是 为 了 跳出 局 部 
最 优 而 设计 的 ,前 者 基于 对 热力 学 ,过程 的 模拟 ,属于 一 种 随机 性 算法 ; 后 者 属于 一 种 确定 
性 算法 5 当然 也 可 以 在 其 中 增加 一 些 概率 因 系 ), 它 采用 一 种 "记忆 ?设置 ,能 记 住 已 被 搜索 
的 解 , 从 而 禁止 由 对 它们 进行 多 余 的 搜索 。 遗 传 算法 是 一 种 并 行 、 随 机、 目 适 应 优化 算 
法 , 它 基 于 适 者 生存 的 规律 ,模拟 日 然 演 化 过 程 ,把 搜索 空间 映 册 为 遗传 空间 ,每 个 解 
编码 为 一 个 癌 量 ( 染 色 体 ), 将 问题 表达 为 染色 体 的 适 者 生存 过 程 ,通过 按 其 适应 性 的 
选择 .交叉 .变异 等 遗传 操作 ,剔除 适应 性 低 的 染色 体 , 保 留 适 应 性 高 的 染色 体 , 如 此 反 
复 迁 代 ,直至 满足 预定 的 优化 指标 。 人 工 神 经 网 络 是 由 神经 元 互 连 构成 的 网 络 , 它 利 
用 仿生 学 和 微 电 子 技术 ,模拟 人 脑 的 漠 能 活动 ,具有 强大 的 学 习 功 能 ,能 从 样 例 中 学 习 
并 获取 知识 。 
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13.2 应 用 及 例子 


启发 式 方法 在 理论 上 是 基于 对 比分 析 、 探 索 .综合 的 一 种 科学 方法 ,同时 它 在 使 用 上 
又 是 一 种 艺术 ,其 成 功 程度 取决 于 使 用 者 的 水 平 。 为 能 较 好 地 运用 启发 式 方法 解决 实际 
问题 ,使 用 者 必须 具有 比较 广阔 的 知识 , 较 好 的 基础 和 善于 观察 ,分析 、 联 想 的 能 力 , 以 及 
善于 从 类 似 问题 的 解决 方法 中 获得 启示 的 敏感 性 和 素质 。 

下 面 结合 几 个 例子 研究 如 何 使 用 启发 式 方法 来 解决 实际 问题 。 


13.2.1 多 个 工件 在 多 个 设备 上 加 工 的 排序 问题 


n 个 工件 在 m 台 设 备 上 加 工 的 最 优 上 顺序 问题 ,目前 尚 无 多 项 式 算法 。 此 处 为 简单 计 ， 
仅 考 虑 两 台 设 备 A 和 B ,研究 nn 个 工件 j= 二 1,2,…,n) 在 这 两 台 设 备 上 顺 次 加 工时 应 如 何 
排列 工件 的 顺序 ,才能 使 总 加 工时 间 ( 从 在 设备 A 上 加 工 第 一 个 工件 起 到 在 设备 B 上 加 
工 完 最 后 一 个 工件 止 这 段 时 间 ) 尽 可 能 短 。 此 处 要 求 每 个 工件 都 先 在 设备 A 上 加 工 , 加 
工 完 后 再 在 设备 B 上 加 工 。 

在 第 7 章 中 曾经 指出 ,如果 工件 在 设备 A 上 的 加 工 顺 序 与 在 设备 B 上 的 加 工 顺 序 不 
同 , 由 于 增加 了 等 待 时 间 ,将 使 总 加 工时 间 延 长 。 因 此 ,在 研究 该 问题 时 可 将 这 种 情况 排 
除 在 外 ,不 予 考 虑 。 即 使 如 此 ,可 能 的 排序 方案 仍 有 nn! 个 , 随 着 工件 数 n 的 增多 ,其 计算 
工作 量 增 加 很 快 。 下 面 寻 求 用 局 发 式 方法 的 解决 途径 。 

下 面 这 个 例子 给 出 了 6 个 工件 分 别 在 设备 A 和 设备 B 上 的 加 工时 间 A; 和 B,;( 分 
钟 )( 见 表 13-1) ,所 有 工件 均 先 在 设备 A 上 加 工 , 再 在 设备 B 上 加 工 。 要 求 确定 使 总 加 
工时 间 最 短 的 工件 加 工 顺序 ， 


表 13-1 加 工时 间 表 


证 
设备 
y 
A 30 60 60 20 80 90 
B 10 70 950 60 30 40 


为 了 得 到 该 问题 的 局 发 式 方 法 ,此 处 运用 逐步 构 解 策略 。 先 考虑 工件 1 和 工件 2, 其 
可 能 的 排序 方案 有 两 个 : 1-2 和 2-1( 图 13-1)。 由 于 B= 二 B;,Al 二 A,, 故 将 工件 1 排 在 
前 面 加 工 所 需 的 总 加 工时 间 较 少 。 再 看 工件 2 和 工件 3, 由 于 A; 二 A; ,Bs 二 B;, 故 将 工件 
3 排 在 工件 2 的 后 面 加 工 所 需 的 总 加 工时 间 较 少 ( 图 13-2) 。 

虽然 图 13-1 和 图 13-2 仅 分 别 比 较 了 两 个 工件 的 不 同 加 工 顺 序 , 且 依据 的 是 例子 中 
给 定 的 特定 情况 ,但 我 们 可 由 此 得 到 启发 ,将 其 推广 应 用 到 个 工件 在 两 人 台 设 备 上 的 加 工 
顺序 问题 ,拟定 出 以 下 启发 式 迭 代步 又 。 
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工件 加 没 时 间 


a 下 


工件 加 设 二 
Er 
A | 


(1) 全 1 一 1 一 0。 
(2) 找 最 小 加 工时 间 , 即 
一 (Ia 1 

《3) 若 志 一 上， 则 安排 工件 7 为 第 i 个 加 工 工件 ,并 置 i:= 二 i 十 1; 车 5 二 B;; 则 安排 工 
件 7 为 第 (2 一 如) 个 加 工 工 件 ,并 置 有 :一 & 十 1。 

(4) 将 A 和 吾 ; 从 式 (13-1) 的 工件 加 工时 间 表 中 删 去 , 即 不 再 考虑 已 排 好 加 工 顺 序 
的 工件 7。 

(5) 转 步 骤 (2) ,直至 式 (13-1) 中 的 工件 加 工时 间 表 变 成 空 集 。 

现 将 上 述 步 又 应 用 于 表 13-1 > 得 到 各 工件 的 加 工 顺序 如 下 : 


总 加 工时 间 等 于 370 分 钟 ,具体 情况 示 于 图 13- ei 


so 运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


时 


日 
可 [本 [本 可 罗莱 区 本 区区 本 区 任 
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需要 指出 的 是 ,对 在 两 从 设备 上 加 工 n 个 工件 的 问题 来 说 ,用 图 13-3 所 示 方 法 求 得 
的 解 是 最 优 解 。 但 是 ,如 将 其 扩展 应 用 到 在 SD 上 加 工 n 个 工件 的 一 般 加 工 排序 问 
题 ,所 得 结果 一 般 就 不 再 是 最 优 解 六 然而 ,用 这 种 思 想 却 稍 征 吊 目 能 得 到 较 好 的 解 。 


13.2.2 旅行 售货员 (旅行 商 ) 问 题 


版 行 售货员 问题 (traveling salesman problem ,TSP) 指 的 是 : 一 个 售 赁 员 从 革 城 市 出 
发 ,访问 7 个 城市 ( 售 贷 ) 各 一 次 且 仅 一 次 ,人 然后 回 到 原 地 ,他 走 什么 样 的 路 线 才 能 使 走 过 
的 路 程 最 短 ( 或 旅行 费用 最 低 ) 。 在 第 8 章 曾 经 说 到 ,这 个 问题 就 是 寻求 总 权 最 小 的 汉 密 
尔 顿 (Hamilton) 回 路 问题 。 到 目前 为 止 ,一般 TSP 问题 还 没有 多 项 式 算 法 ,对 于 较 大 的 
问题 (例如 大 于 40) 就 需要 使 用 启发 式 方法 求解 。 

下 面 介绍 两 种 可 用 的 司 发 式 算 法 。 

1. C-W 节约 算法 

这 种 算法 由 Clarke 和 Wright 提出 ,下面 说 明 其 基本 思想 和 进 代 步骤 。 

假定 及 个 访问 地 (例如 城市 ) ,把 每 个 访问 地 看 成 一 个 点 ,并 取 其 中 的 一 个 点 为 基点 
pp 例如 以 1 点 为 基点 。 首 先 将 每 个 点 与 该 基点 相连 接 , 构 成 线路 1 一 7 一 1(07 一 2， 

…,n) ,这 样 就 得 到 了 一 个 具有 2 一 1 条 线路 的 图 (当然 ,这 时 尚未 形成 汉密尔顿 回路 )。 
oa n 个 点 所 走 的 路 程 总 和 为 


一 


其 中 cj 为 由 点 有 到 点 j(ij 三 2 »*** 9371) 的 路 段 长 度 9 注意 此 处 假定 一 说 (对 所 有 ¥2 o 

若 连 接点 i 和 点 7 了 (i,j 隆 1) ,即使 旅行 者 走 弧 (i,j) 时 (当然 这 时 就 不 再 经 过 弧 (i,1) 和 
(1,7)) ,所 引起 的 路 程 节 约 值 s(i,7) 可 计算 如 下 

stia)O— 2 Toc — (cw Tc Ties 
一 cu 十 cu 一 Ci (13-3) 

对 不 同 的 点 对 (Gi, 站,s(i, 门 越 大 ,旅行 者 通过 绝 Gi, 站 时 所 节约 的 路 程 越 多 ,因而 应 优先 将 
其 安排 到 旅行 线路 中 去 ,使 旅行 者 旅行 时 通过 这 一 条 弧 。 

在 具体 应 用 该 方法 时 ,可 按 以 下 步骤 进行 ，。 


(1) 选取 基点 ,例如 选取 点 1 为 基点 。 
7 一 1 (7 一 223， , 开 ) 六 


将 基点 
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与 其 他 各 点 连接 ,得 到 一 1 条 线路 1 一 


(2) 对 不 违背 限制 条 件 的 所 有 可 连接 点 对 (i,7) ,如 下 计算 其 节约 值 (i,j 不 为 基点 ) 
ee 

(3) 将 所 有 s(i, 站 按 其 值 的 大 小 由 大 到 小 排列 。 

(4) 按 s(i,7) 的 上 述 顺 序 , 过 个 考查 其 端点 i 和 j, 奢 满足 以 下 条 件 , 就 将 弧 (i, 站 插入 


到 线路 中 。 基 条件 是 : 

中 点 EL 和 点 J 不 在 一 条 线路 上 ; 

点 7 和 点 j 均 与 基点 相 邻 。 

(5) 返回 步骤 (4), 直 至 考查 完 所 有 可 插入 
弧 (i,7) 为 目 。 

通过 以 上 各 过 代 步骤 ,使 问题 的 解 逐 步 得 到 
改善 ,最 后 达到 满意 解 ( 也 有 可 能 达到 最 优 解 ) 。 

例 13-1 试用 C-W 节约 算法 求解 下 述 旅行 
考 货 员 问 题 ,已 知 有 ?7 个 访问 点 ,其 位 置 如 图 13-4 
中 所 示 ，。 

解 ” 先 按 图 13-4 给 出 的 数据 计算 各 点 对 
之 间 的 欧 氏 距离 c(i,j) ,计算 结果 列 人 距离 表 
( 表 13-2) 中 。 由 于 已 假设 c= 二 oc; (对 所 有 i 和 
7 ) , 故 该 表 中 各 元 素 的 值 以 主 对 角 线 为 对 称 。 


表 13-2 


四 局 站 mW» 


的 本 


加 本 切面 面 
| | 
0 | 
国 二 | 


国 厅 本 


= X 


EP 


图 13-4 


取 G 为 基点 (也 可 取 其 他 的 访问 点 为 基点 ), 构 成 初始 线路 图 (图 13-5)。 再 用 
式 (13-3) 计 算 将 弧 G,7 站 (i,7 关 G) 插 入 到 线路 中 时 引起 的 路 程 节 约 值 ,并 按 节 约 值 由 大 到 


小 的 顺序 将 它们 填 入 表 13-3 中 。 


52 


表 
序号 节约 值 
1 (D,E) (A,D) 2. 89 
2 (ByO) 人 本 人 
3 (A,B) (B,F) 1. 52 
4 (E,F) (B,E) 1. 34 
5 (C,E) (A,E) 0. 47 
6 (C,D) (B,D) 0. 33 
7 (D,F) (A,F) 0. 09 
8 (C,F) 
按 市 约 值 从 大 到 小 的 顺序 ,对 每 条 弧 加 以 考查 ,看 能 否 将 其 插入 到 旅行 线路 中 。 寿 能 
将 其 插入 ,就 对 旅行 线路 作 相 应 的 改变 。 本 例 的 线路 调整 过 程 如 表 13-4 所 示 。 
表 13-4 
ee. 插入 该 弧 
0 | |G~A~>G, G>B>G, G>C>G, G>D*>G, G>E>G, G>F>G 
1 G—>A—>G, G>B>G, G—>C>G, G>D>E>G, G—>F—>G 12. 06 
2 Ss. CDE Cs 10. 85 
3 FE EE 9. 30 
4 Ga 8. 00 
5 E 点 与 基点 G 不 相 邻 ,不 插 人 0 
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当 插 人 和信 弧 (CC,D) 之 后 ,线路 已 包含 所 有 要 访问 的 
点 ,这 时 算法 终止 。 用 该 方法 得 到 的 旅行 线路 (上 见 
图 13-6) 是 

G—>A—B—C—D—FE—>F—G 
该 条 旅行 线路 的 总 长 度 
z 一 2(13. 0 十 10. 44 十 13. 45 十 13. 60 十 6.71 十 4. 12) 一 
(12. 06 十 10. 85 十 9. 30 十 8. 00 十 6. 95) 

-XH1, WB—37. 16—75.48 

用 这 种 方法 得 出 的 解 不 一 定 是 最 优 解 ,但 这 里 得 
到 的 解 是 本 例 的 最 优 解 。 

在 实际 问题 中 ,点 对 间 的 距离 应 以 路 段 的 真实 长 度 为 准 ( 不 一 定 为 两 点 间 的 欧 氏 距 
离 ) ,其 间 的 往返 距离 也 可 以 不 相等 。 这 时 , 捅 人 某 一 段 踊 引起 的 路 程 节 约 什 的 计算 应 根 
据 实 际 情况 进行 。 

2. 几何 法 

该 方法 由 J]. P. Norback 和 R. FF. Love 提出 , 它 基 于 对 各 访问 点 构成 的 几何 图 形 的 分 
析 ,以 此 确定 初始 旅行 线路 和 不 在 初始 线路 上 的 各 点 的 插 和 人 顺序 和 插 和 人 位 置 。 

根据 一 般 几 何 观察 可 知 ,最 短 旅行 线路 应 具有 以 下 直观 性 质 : 

各 段 线 路 应 处 于 由 所 有 访问 点 形成 的 凸 包 上 或 其 凸 包 内 部 (这 里 所 说 的 凸 包 
(convex hull) 是 指 包 含 所 有 访问 点 的 最 小 凸 集 )。 

图 13-7 中 给 出 了 连接 同样 4 个 点 的 两 条 线路 ,显然 , 自 相 
交 的 线路 (图 13-7 中 虚线 所 示 者 )A 一 C 一 B 一 D 要 比 不 自 交 
的 线路 A 一 B-=~C->~ 为 长 。 

根据 上 述 分 析 , 司 发 我 们 拟定 出 求解 旅行 售货员 问题 的 


图 13-6 


了 (1) 找 出 由 和 欲 访 问 各 点 构成 的 凸 包 。 
(2) 在 凸 包 上 的 点 , 按 其 出 现 的 自然 顺序 访问 (注意 不 要 使 旅行 线路 自 交 ) ,从 而 形成 
一 初始 旅行 线路 。 


(3) 将 不 在 初始 旅行 线路 上 的 各 个 点 I( 位 于 凸 包 内 的 访问 点 ) ,与 已 在 旅行 线路 上 的 
所 有 点 相连 。 设 己 与 Q 为 已 在 旅行 线路 上 的 任 两 个 相 邻 点 ,二 PuToQ 为 所 有 一 PiIQ 角 
度 中 的 最 大 者 , 则 将 瑟 搬 人 到 P。 和 Q 之 间 。 

(4) 重复 进行 步骤 (3) ,每 次 在 旅行 线路 上 增加 一 个 新 点 ,直至 所 有 和 欲 访问 点 都 被 引 
人 到 旅行 线路 中 为 止 。 这 时 就 构成 了 一 条 汉密尔顿 回路 。 

下 面 用 这 种 方法 求解 例 13-1。 其 友 代 过 程 示 于 图 13-8 中 。 开 始 时 构成 凸 包 
ABCDA( 图 13-8(a)), 以 它 为 初始 旅行 线路 ,然后 将 不 在 初始 旅行 线路 上 的 EE,F 和 G 三 


点 分 别 与 A ,B,C,D 四 点 相连 (图 13-8(b)), 考 查 以 EE,F 和 G 为 角 顶 ,分 别 以 AB,BC， 


运筹 学 (第 4 版 ) 本 科 版 


CD 和 DA 为 对 边 形成 的 各 个 角度 ,由 于 CED 最 大 , 故 将 点 巨 插 入 在 C 和 两 点 之 间 ， 
形成 新 的 旅行 线路 ABCEDA( 图 13-8(c))。 现 不 在 访问 线路 上 的 点 为 下 和 G, 连 接 EF 和 
EG, 考 查 以 下 和 G 为 角 顶 的 各 角 , 因 DGA 最 大 ,从 而 将 G 点 插入 到 口 点 和 A 点 之 间 , 这 
时 的 访问 线路 变 为 ABCEDGA( 图 13-8(d))。 如 上 继续 ,将 点 下 插入 到 也 点 和 G 点 之 间 , 这 
束 得 到 了 本 问题 的 汉密尔顿 回路 ,可 以 它 作 为 本 问题 的 解 ( 图 13-8(e)), 其 线路 总 长 为 
14. 14 十 13. 04 十 12. 65 十 8. 25 十 10.77 十 4. 12 十 13. 00 一 75. 97 
作为 比较 ,将 该 问题 的 最 优 解 示 于 图 13-8(f) 中 ,其 最 优 线 路 总 长 度 为 75. 48, 它 可 以 
过 交换 线路 中 玉 和 DD 这 两 个 相 邻 点 的 连接 顺序 而 得 到 ，。 


过 


用 几何 法 虽 未 得 到 例 13-1 的 最 优 解 ,但 它 的 精确 度 还 是 很 高 的 ,常常 可 以 达到 比较 
满意 的 结果 。 


除 上 述 两 种 方法 外 ,还 有 一 些 其 他 的 算法 可 用 于 求解 旅行 售货员 问题 ,在 解决 实际 问 
题 时 ,可 同时 使 用 几 种 算法 ,从 中 选取 最 好 的 结 


13.2.3 车 辆 调度 问题 


车 辆 调度 问题 (vehicle scheduling problem,VSP) 是 由 Dantzig 和 Ramser 于 1959 年 


提出 的 , 虽 经 多 人 潜心 研究 ,但 由 于 其 复杂 性 大 ,目前 仍 未 找到 多 项 式 算法 ,专家 们 多 把 精 
力 集中 于 研究 高 质量 的 启发 式 算 法 方面 。 


所 谓 VSP 问题 ,一 般 指 的 是 : 对 一 系列 发 贷 点 和 收 货 点 ,组 织 适 当 的 行车 路 线 , 使 车 
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辆 有 序 地 通过 它们 ,在 满足 一 定 的 约束 条 件 下 (例如 货物 需求 量 与 发 送 量 , 交 发 货 时 间 ,车 
量 容量 限制 ,行驶 里 程 限 制 ,行驶 时 间 限 制 等 ) ,力争 实现 一 定 的 目标 (如 空 驶 里 程 最 短 , 运 
输 费 用 极 小 ,车 辆 按时 到 达 ,使 用 车 辆 数量 尽 可 能 少 等 ) 。 

车 辆 调度 问题 的 分 类 法 很 多 ,例如 可 根据 车 辆 满载 与 否 分 为 满载 问题 与 非 满载 问题 ， 
根据 可 用 车 场 数 分 为 单车 场 问 题 与 多 车 场 问 题 , 根 据 可 用 车 辆 的 车 型 数 分 为 单车 型 问题 
与 多 车 型 问题 ,根据 决策 者 的 要 求 分 为 单 目 标 问 题 与 多 目标 问题 等 。 

下 面 研 究 单 车 型 .多 车 场 .满载 运输 问题 的 一 种 局 发 式 算 法 ,并 考虑 使 总 空 驶 里 程 极 
小 这 一 目标 ( 它 对 运输 公司 的 运输 效益 有 极 大 影响 )， 


1. 数学 模型 
gd) n 个 车 场 可 以 使 用 ， 即 可 从 三 场 A a EE 下 有 出 室 攻 和 其 
收 空 车 ,它们 与 各 货运 业务 的 发 货 点 和 收 货 点 位 于 同一 个 道路 网 上 。 各 车 场 可 派出 的 空 


车 数 分 别 为 5b, +i Bes :bmn 9 可 接收 的 空 车 数 分 别 为 嫩 41 5mts，…,bm+s。 假 定 运 输 
公司 要 完成 的 货运 业务 有 识 项: AAA 其 货运 量 分 别 是 gl ,gz ，… ,gm ;完成 各 项 
业务 所 需 的 车 辆 数 分 别 为 cl ,az，…，an。 

按照 每 项 业务 的 要 求 将 货 % 物 由 发 货 点 运 到 收 货 点 全 部 为 重 竹 行驶 ,其 行车 路 线 可 由 
网 络 上 任意 点 对 间 的 最 短路 方法 确定 。 

现 考虑 第 ;项 货 运 业 务 , 用 站 表 示 其 发 局 "表示 其 收 点 。 由 于 由 六 到 疡 是 重 车 行驶 ， 
按照 运 町 计划 的 要 求 , 不 管 选 用 什么 运输 组 织 方 案 , 祁 必须 完成 此 项 工 作 ， 并 已 假定 选择 
的 运输 路 径 为 "最短 路径 ”, 故 在 研究 使 总 空 驶 里 程 极 小 化 问题 时 ,可 将 这 一 运输 业务 看 成 
一 个 点 , 称 为 收缩 点 或 重 载 点 i。 

对 于 每 一 个 重 载 点 i, 为 运 出 其 贷 物 量 g; 需 a; 辆 空 车 ,它们 将 货物 运 抵 目 的 地 翻车 
后 ,又 提供 出 a; 辆 空 车 ,这 些 空 车 驶 癌 其 他 货运 业务 的 发 点 (这 时 为 空 车 行驶 ) ,继续 法 贷 
执行 运 得 任务 。 由 此 可 见 , 执 行 运输 任务 的 每 辆 货车 都 如 此 交 蔡 地 进行 空 驶 和 重 驶 ,直至 
完成 一 天 (或 半天 ) 的 运输 任务 ,返回 菏 一 和 车场 为 止 。 

设 由 点 i 发 往 点 7 (i,] 为 车 场 或 重 载 点 ) 的 空 车 数 为 zx; ,其 空 驶 里 程 为 cj , 则 使 总 空 
怠 里 程 极 小 化 的 空 车 调度 问题 可 描述 如 下 ( 称 为 问题 工 ) 。 


i 
六 下) Mi 
min z= : : es 
1 一 1] 了 一 1 
mn 
yy 0 志 i 站 
于 一] 
mit-n 
> Tybs 1—mTlmi2 mn 十 n 
1 X=1 (13-4) 
Wt-n 
Ti A 
fi 一 】 
ji 天 


Xi ss 人 一 说 十 1 十 25… mn 


i= 1 


[i 且 为 整数 
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此 处 ai(aj) 可 由 下 式 得 出 
di 一 gi1/g， 看 Bi/ 为 整数 


十 时- 1 (13-5) 
a=| [+1, 夺 g;/9 不 为 整数 


式 中 : | 一 一 | 为 数值 不 大 于 g/g 的 最 大 整数 ， 


g 为 一 辆 车 的 可 载 量 。 
ci 根据 实际 情况 选用 ,可 取 为 点 i 到 点 7 的 广义 最 短 距 离 。 为 避 倪 由 车 场 发 出 的 空 
车 不 经 重 载 点 直接 驶 向 车 场 ,人 
coy—My ti—mT Lom T2227 EmT nn 
其 中 M 为 一 足够 大 的 正 数 。 
问题 工 的 运输 表示 于 表 13-5。 
表 13-5 


发 车 数 
发 An+i 2 I i 
Ul 
好 
载 C—F - 
点 
[ee 
br +1 
本 
FF 天 十 和 
Dr 十 府 


收 车 数 i bn +2 I 了 
于 
众所周知 ,运输 问题 的 表 上 作业 法 是 一 种 有 效 的 标准 算法 ,而 且 能 方便 地 得 出 整数 最 
优 解 ,在 构造 求解 问题 式 (13-4) 的 局 发 式 算法 时 ,应 注意 充分 利用 表 上 作业 法 的 优点 。 
首先 仅 考 虑 重 载 点 ,得 问题 T。 
min zi 一 2 Pap 


i 一 1 j=] 


了 Xi Uis 1 二] ,2 711 
:六 CI 


ni 


a Ti 一 Ci J 三 1] ,2 ,I 


i=] 


仇 -之 0 日 为 整数 


这 是 一 个 一 般 的 产销 平衡 运输 问题 ,可 直接 用 表 上 作业 法 求解 , 设 求 出 的 最 优 解 为 X = 
Cz) 。 以 这 个 解 中 的 非 零 变量 的 值 作为 问题 T 中 对 应 变量 的 值 ,其 他 变量 取 值 为 零 , 这 
就 得 到 了 问题 T 的 一 个 可 行 解 。 

但 是 ,用 上 述 方法 得 到 的 解 无 法 以 它 为 根据 进行 派 车 ,因而 是 不 可 接受 的 。 为 此 , 需 
要 设计 一 套 解 的 判别 和 调整 规则 ,使 从 Xe 出 发 ,经 有 限 步 壕 代 , 而 得 到 问题 T 的 可 接受 
最 优 解 或 满意 解 。 其 步骤 如 下 。 


(1) 解 的 扩展 
对 解 本 中 的 每 一 个 非 雯 分 量 ee 0(1 = 1 A 2 » 272) , 计算 
mR 十 1 三 i 和 可 十 可 十 1] 夺 7j 竺 黄 十 放 
式 中 ， = Da ml mt i 
2 Ts fm 二 ly ym nn (13-9) 


由 式 (13-7) 算 出 的 6;; 值 ， 为 按 下 述 方法 调整 zx; 一 个 单位 引起 的 空 驶 里 程 增加 量 。 
苦 由 式 (13-7) 得 出 的 6 来 自行 和 / 列 [&,LE (ma 士 1, 十], 则 把 z 久 之 0 扩展 至 zx; 和 
9 这 时， 将 zz 中 “Ti; 和 XY? 二 者 的 值 分 别 调整 为 


村 一 元 站 — min{x TE Ee 
kj 加 eve (13-10) 
Le qT ninl Ti 本 时 


解 的 扩展 工作 按 5 的 大 小 由 小 到 大 依次 进行 , 直至 找 出 要 求 的 可 接受 解 , 即 在 
表 13-5 中 的 下 一 C 和 C 一 F 区 含有 适当 的 非 零 解 分 量 。 如 此 得 到 的 解 记 为 X= 二 (zy )， 
显然 , 它 对 问题 工 是 可 行 的 。 当 6, 二 0 时 , 按 此 调整 得 到 的 解 Xo 优 于 X'o 。 

(2) 解 的 收缩 

本 步骤 是 步骤 (1) 的 道 过 程 。 当 表 13-5 中 F 一 C 区 和 C 一 F 区 的 非 零 解 分 量 的 值 


(2 SY a a zp ) 比 派 车 数 要 大 时 , 需 将 非 零 解 分 量 向 C 一 C 区 收缩 .这 时 ,对 


每 一 对 有 和 zz ~ 二 
;二 min{c; 一 CE pe C13=113 
并 以 此 进行 解 的 调整 
Taj :=— Th — min{zay sx ) 
元 是 和 一 元 让 一 main 人 sx } (13-12) 
i min{xy 2 } 
调整 后 得 到 的 解 记 为 一 (z9 ) ,这 个 解 也 是 问题 T 的 可 行 解 ， 


3. 安排 行车 路 线 
经 上 述 调 整 得 到 的 解 (X' ?和 XX), 是 问题 工 的 可 接受 可 行 解 , 可 作为 安排 行车 路 线 
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的 依据 。 
安排 行车 路 线 时 首先 在 可 接受 可 行 解 X 的 非 堆 分 量 中 寻求 下 述 序列 


Th kh, | Th kh 0s 和 0 …， TU 一 0 (13-13) 
其 中 下 标 is [ 沿 十 1 sm 十 2n1s 即 i 和 2 分别 位 于 表 13-5 中 的 fF 一 C 区 和 CC 一 下 
区 。 如 此 即 可 得 到 一 条 初始 行 生 路线 如 下 
ie Se = “Hs 


车 场 重 载 点 车 场 
有 了 初始 行车 路 线 (一 条 或 若干 条 ) 之 后 ,再 根据 具体 的 约束 条 件 (例如 一 条 线路 的 长 
度 限制 ,时 间 限制 ,各 条 线路 的 均匀 性 要 求 等 ) 进 行 调整 (包括 某 些 线路 的 截 短 或 合并 ) ,最 
后 由 调度 员 选 择 合适 的 驾驶 员 执行 。 
实用 证 明 , 本 启发 式 方法 的 运算 速度 快 ,精度 高 ,可 达到 很 好 的 效果 。 需 要 指出 , 解 的 
调整 工作 (扩展 ,收缩 ) 应 结合 安排 行车 路 线 反复 进 行 。 


由 于 现实 问题 的 复杂 性 以 及 已 有 规范 性 方法 的 局 限 性 ,使 “局 发 式 方法 ”成 为 人 们 解决 复杂 的 、 非 结 
构 化 问题 的 一 种 常用 方法 和 策略 。 近 年 来 ,在 局 发 式 方法 理论 研究 和 应 用 技术 不 断 深入 和 扩大 的 同时 ， 
人 们 对 人 工 神 经 网 络 (artificial neural networks) 算 法 ,模拟 退 火 (simulated annealing) 算 法 .禁忌 搜索 
(tabu search) 算 法 和 遗传 算法 (genetic algorithm) 等 亚 启 发 式 算 法 的 研究 和 应 用 也 得 到 了 广泛 重视 和 发 
展 , 取 得 了 许多 有 价值 的 研究 成 果 。 对 该 方面 有 兴趣 的 读者 ,请 参阅 有 关 专 着 和 教材 。 
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13.1 什么 是 局 发 式 方法 ? 说 明 用 局 发 式 方 法 解决 实际 问题 的 过 程 和 步骤 。 

13.2 在 解决 实际 问题 时 应 如 何 运用 启发 式 策略 ? 除 本 书 上 列 出 的 几 个 启发 式 策 略 
之 外 ,你 认为 还 有 什么 样 的 策略 可 以 使 用 ? 

13.3 对 在 多 台 设 备 上 加 工 多 个 工件 的 工件 排序 问题 来 说 ,应 如 何 衡量 不 同 排序 方 
案 的 优 和 劣 ? 你 认为 应 有 哪些 准则 ? 这 些 准 则 的 适用 条 件 是 什么 ”请 举 出 两 个 实例 加 以 详 
细 说 明 。 

13.4 试 说 明 C-W 市 约 算 法 的 基本 思想 ,你 认为 还 可 用 它 解 决 哪些 方面 的 问题 ? 举 


例 加 以 说 明 。 

13.5 试 将 Norback 和 Love 提出 的 几何 法 与 C-W 节约 算法 进行 比较 。 

13.6 说 明 本 书 所 述 货 运 车 辆 优化 调度 算法 的 原理 和 求解 步骤 ,并 绘 出 求解 过 程 框 
图 。 请 简要 回答 以 下 问题 : 

(1) 硅 有 两 种 车 型 的 车 可 用 , 书 中 提出 的 模型 应 怎样 修改 ? 在 书 中 所 提 算 法 的 启发 
下 , 试 拟定 出 一 套 求 解 的 迭代 步骤 ， 

(2) 你 认为 应 如 何 将 书 中 提出 的 模型 和 算法 推广 到 多 目标 的 情形 。 

13.7 表 13-6 给 出 了 12 个 工件 在 设备 A 和 设备 B 上 的 加 工时 间 ,要 求 : 

(1) 硅 所 有 工件 都 先 在 设备 A 上 加 工 , 再 在 设备 B 上 加 工 , 试 确定 使 总 加 工时 间 最 
短 的 工件 加 工 顺序 ,并 计算 总 加 工时 间 。 

(2) 看 工件 8 一 12 先 在 设备 互 上 加 工 ,再 在 设备 4 上 加 工 , 其 他 条 件 同 上 , 试 设 计 一 
局 发 式 算法 ,以 计算 最 小 总 加 工时 间 和 安排 相应 的 工件 最 优 加 工 顺序 。( 提 示 : 可 考虑 将 
[ 件 1 一 7( 要 求 先 在 设备 A 上 加 工 , 然 后 再 在 设备 B 上 加 工 ) 和 工件 8 一 12( 要 求 先 在 设 
备 B 上 上 加工, 然后 再 在 设备 A 上 加 工 ) 这 两 组 工件 分 别 排 序 , 再 将 二 者 按 总 加 工时 间 尽 量 
短 的 要 求 组 合 起 来 。) 


13.8 有 4 个 工件 万 JJ 要求 在 三 各 设 备 上 ,有 ,上 硕 次 利 工 ,各 工件 在 各 
设备 上 的 加 工时 间 示 于 表 13-7 中 , 试 构造 一 启发 式 算法 ,用 于 寻求 使 总 加 工时 间 最 短 的 
工件 加 工 顺序 ，。 


表 13-7 


A 9 10 3 D 
B 7 9 7 8 
C 9 4 9 10 


13.9 有 10 个 城市 ,它们 在 坐标 系 中 的 位 置 如 表 13-8 所 示 , 试 完 成 以 下 工作 : 
(1) 用 C-W 节约 算法 求 出 经 过 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 的 一 条 最 短线 路 。 
(2) 用 Norback 和 Love 提出 的 几何 法 , 求 出 经 过 上 述 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 的 最 短 
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(3) 比较 上 述 两 种 方法 得 出 的 结果 ,并 设计 一 种 局 发 式 方法 ,对 上 述 较 差 的 结果 进行 


ys 0 8 7 10 15 16 18 18 20 
y 20 12 15 4 18 8 15 17 
13. 10 ”有 一 运输 问题 , 它 有 3 个 重 载 点 和 2 个 车 场 ,其 运输 表 如 表 13-9 所 示 。 表 中 
小 方 框 内 的 数字 为 两 点 间 的 车 辆 空 驶 距离 ,1,2 和 3 三 个 重 载 点 对 应 的 三 项 运输 业务 的 
重 载 里 程 (已 将 装 色 车 时 间 折 算 在 内 ) 分 别 为 7,8 和 9, 其 他 有 关 情 况 如 表 13-9 所 示 。 此 
外 ,要 求 车 辆 的 每 条 行车 路 线 总 长 度 (包括 重 驶 、 空 驶 及 装 币 车 所 用 时 间 的 折算 长 度 ) 工 在 
45 一 60 之 间 。 试 用 本 章 给 出 的 车 辆 优化 调度 启发 式 算 法 , 求 出 其 满意 的 可 接受 可 行 解 ， 
并 据 此 排出 行车 路 线 。 
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